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1 Introduktion

Begrebet lineer uafhengighed spiller en central rolle i teorien for vektorrum, og
dets historie er lige s gammel som vektorrummene selv. Lineser uatheengighed er
den ene af de to betingelser der definerer en basis {v;}}_, for et vektorrum V:
mens den ene betingelse er at {vy}7_; udspeender V, d.v.s. at ethvert v € V har en
fremstilling v = )", _, cxvy for passende koefficienter {c;}}_;, s& sikrer betingelsen
om lineser uafhengighed at fremstillingen er entydig.

I denne artikel betragter vi vektorrum frembragt af nogle specielle funktioner og
undersgger hvorvidt deres linearkombinationer har entydige fremstillinger. Vi be-
gynder med de mest elementeere tilfeelde, nemlig vektorrum bestdende af henholds-
vis polynomier og trigonometriske funktioner. Herefter ser vi p&4 komplekse ekspo-
nentialfunktioner og nogle mere komplicerede funktionssystemer, der har spillet en
stor rolle i savel ren matematik som dens anvendelser i de seneste ar. I forbindelse
med disse funktionssystemer naevner vi et abent problem, der er nemt at formulere,
men tilsyneladende meget sveert at lgse.
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Normat 1,/2003 Khadija Laghrida Christensen og Ole Christensen 3

Lad os minde om de basale begreber fra linezr algebra, formuleret for vektorrum
bestaende af funktioner. Vi begynder med en familie af funktioner {f}7_,, der er
definerede pé et interval I C R. En linearkombination af {fi}7_, er en funktion g
pa I der kan skrives pé formen

(1) g(@) =cfil@) +eafol@) +--+eafalz) =D enfulz), wel,
k=1

for passende koefficienter {c}}_,. Vi siger at g har en fremstilling eller representa-
tion via funktionerne { f;}7_;. Det kan forekomme at g har forskellige fremstillinger
via {fr}7_;, d.v.s. at forskellige valg af koefficienterne {c;}7_; i (1) er mulige. Be-
tragt for eksempel funktionerne

filz) =z, foz) =2% f3(x) =20+ 27, z €R.
S& har funktionen g(x) = 3z + 2? fremstillingerne

g=3fi+ fo=fi+ fs.

Vi ved fra lineser algebra at spgrgsmaélet om entydighed af fremstillingen kan for-
muleres via begrebet linezer uatheengighed:

Definition 1.1 Lad {fy}}_, vere en familie af funktioner, definerede pd interval-
let I. Huis

chfn(x)ZOVxEI:>cl:czz---:cn:(),
k=1

sa siges funktionerne { fr}_, at veere lineert uafhengige; hvis ikke, er funktionerne

linecert afhengige.

Lemma 1.2 Lad g veere en linearkombination af funktionerne {fr}}i_,. Sa har g
en entydig representation via funktionerne { fi}7_, hvis og kun hvis funktionerne
{fe}p_q er linewrt uafhengige.

Beviset for lemma 1.2 kan findes i enhver bog om linezer algebra.

Vi har allerede set at linezert afhsengige familier af polynomier eksisterer. Der
findes imidlertid andre familier af polynomier som er linezert uaftheengige. Vi vil nu
betragte de mest fundamentale polynomier, nemlig funktionerne

Ethvert polynomium er en linearkombination af disse specielle polynomier, og de
er linezert uafhengige pa et vilkarligt interval:

Lemma 1.3 Let I C R veere et vilkarligt egentligt interval. Hvis
(2) cot+cix+ -+ =0, Ve eI,

sierco=cL=---=cp=0.
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4  Khadija Laghrida Christensen og Ole Christensen Normat 1,/2003

Man kan bevise dette resultat ved at differentiere funktionen pé venstreside af
(2) n gange: dette leder til et seet ligninger, der kun har lgsningen ¢ =¢; = -+ - =
¢, = 0.

2 Sinusfunktioner og cosinusfunktioner

I dette afsnit betragter vi lineser uatheengighed for familier af trigonometriske funk-
tioner. Forst betragter vi familier {f;}7_; af formen

fr(x) = cos \pz, A: € R.

Et gjebliks eftertanke viser at vi ma stille betingelser pa tallene A\ for at sikre at
funktionerne { fj }7_; er linesert uatheengige:

Eksempel 2.1 Betragt nogle tal A\, \o..., )\, for hvilke \; = —)\9. Da cosz =
cos(—x) for alle z € R fglger det at

1-coshiz—1-coshox+0-coshgx+---+0-cos A,z =0.

Dette viser at funktionerne {cos Ayz}}_; er linesert atheengige pa et vilkarligt in-
terval.

Ovenstéende eksempel viser at vi mé antage at |A;| # |A;| for alle k& # j hvis vi
gnsker at funktionerne {cos \px}}_, er linesert uathaengige. Interessant nok viser
det sig at denne betingelse er tilstraekkelig for lineser uafthaengighed pa et wvilkdrligt
interval. Vi vil bevise dette resultat; af tekniske grunde betragter vi fgrst et interval
der er symmetrisk omkring origo:

Lemma 2.2 Lad {\;}}_, vere en folge af reelle tal for hvilke |\i| # |A;| for
k # j. Sd er funktionerne {cos A\gx}p_, lineert uafhengige pd ethvert interval
[—a,a], a>0.

Bevis: Lad a > 0 veere givet, og lad {cx}}_; veere nogle koefficienter for hvilke

n
(3) Z ¢k cos Agz =0, YV € [—a,al;

k=1
vi vil vise at ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Ideen er at differentiere funktionen péa
venstresiden af (3) 7 gange, 7 = 0,1,...,2(n — 1); ved herefter at seette z = 0
for j =0,2,...,2(n — 1) opnér vi et linesert ligningssystem med n ligninger og n
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ubekendte,
Z C — 0,
k=1
n
Z Ck)\i = O,
k=1

n
Z Ck)\i(nil) =0.
k=1

P& matrixform har ligningssystemet formen

1 1 1 c1 0
A2 2 a2 . 0
DT D A P oy A 0

Systemmatricen er en Vandermonde matrix med determinant

A= [T *?=-xh#o

1<i<j<n

derfor er ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Altsa er funktionerne {cos A\pz}}_; linesert
uafhaengige. O

Vi udvider nu resultatet til et vilkarligt interval:

Lemma 2.3 Lad {\i}}_, vere en folge af reelle tal for hvilke |\i| # || for
k # j. Sa er funktionerne {cos \px}7_, linecert uafhengige pa et vilkdrligt egentligt
interval.

Bevis: Det er nok at vise at {cos \gz}7_; er linesert uafhaengige, betragtet som
funktioner pa et vilkarligt begreenset interval af formen |a, b[, hvor a,b € R,a < b.
Vi kan antage (eventuelt ved at veelge en mindre veerdi for b) at

b )T whez

(4) M 5

for alle k for hvilke A\; # 0. Vi skal senere se grunden til dette valg. Antag nu at
der for nogle koefficienter {cx}7_; geelder at

Z cg cos Apx = 0, Yz €]a, bl

k=1
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a—b

a+b
2 2

Nar variablen z gennemlgber intervallet | 252, 22 vil variablen z+

la, b[; det folger at

gennemlgbe

Iéckcos)\k(x—i—a;b):(), ‘v’xe}aT_b,b_a{.

Ved at bruge additionsformlen for cosinus far vi at

kilc;g(coskkxcos)\k(a;b)sin)\kxsin)\k(a;b)) o, Vi € } afb7 b—a .

For at simplificere notationen ssetter vi nu

a-+b . a+b
dy; ::ckcoskk( )Ogek ::cksm)\k( 5) )
Det folger at
(5) id cos)\m—ie sin \yz =0 Vxe}a_b b—a[
2 k k 2 k k ) 9 9 |

Man kan nu gentage beviset for lemma 2.2, d.v.s. differentiere funktionen péa ven-
stresiden og sette x = 0; det folger at d; = do = -+ = d,, = 0. Via valget af tallet
bi(4) ved vi at

b b
COS/\k(a;’_ )#Oog sin)\k(a—; )750,
sa vi slutter at ¢; = ¢y = -+ = ¢, = 0. S& funktionerne {cos Apx}}_; er linesert
uafheengige. O

Med nogle fa& modifikationer geelder et tilsvarende resultat for sinusfunktioner. Be-
meerk dog sin(0 - z) = 0 for alle a: derfor bliver vi i det mindste ngdt til at tilfaje
antagelsen A\ # 0 for alle k hvis vi gnsker at opna et linesert uafthaengigt system.
Denne ekstra betingelse er tilstrackkelig, som laeseren kan verificere ved at gentage
ovenstaende argumenter:

Lemma 2.4 Lad {\;}}_, vere en folge af reelle tal for hvilke A\, # 0 for k =
1,2,...,n og |\g| # || for k # j. Sa er funktionerne {sin Apx}y_, lineert uaf-
hengige pa ethvert egentligt interval.

Vi betragter nu det mere komplicerede tilfaelde hvor vi har at ggre med en samling
af funktioner indeholdende bade sinusfunktioner og cosinusfunktioner. Det mest
generelle tilfeelde er at betragte cosinusfunktioner med nogle parametre g, k =
1,2,...,n og sinusfunktioner med parametre uy, k = 1,...,m, for passende m,n €
N. Vi betragter altsa funktionerne

(6) {cos )\kx}zzl U {sin,ukx}km:l.
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Saetning 2.5 Lad {\,}7_; og {p}iL, vere folger of reelle tal for hvilke

i # 0 for alle k og | M| # [As], [pe| # [ps] for k # j.

Sa er funktionerne
{cos )\kx}zzl U {Sinﬂkw}::l

lineert uafhengige pa ethvert egentligt interval.

Seetning 2.5 bevises ved hjeelp af de teknikker vi allerede har diskuteret. Vi be-
meaerker at ssetningen ikke indeholder ekstra antagelser sammenlignet med dem som
optraeder allerede for systemer bestaende af cosinus- og sinusfunktioner betragtet
separat.

Lad os relatere dette resultat til teorien for Fourierrackker. Husk at Fourierraek-
ker er et redskab til at udvikle f.eks. 2m-periodiske funktioner via trigonometriske
funktioner

(7) 1, cosz, cos2x, ..., cosnx, ..., sinx, sin2zx, ..., sinnz, ...

Som et specialtilfeelde af vores resultat ser vi at enhver endelig familie af funktioner
fra (7) er linesert uatheengig. Vi vender tilbage til Fourierraekker pa kompleks form
i det neeste afsnit.

3 Komplekse eksponentialfunktioner

Dette afsnit kraever kendskab til komplekse tal og Fourierrsekker. Vi betegner den
komplekse enhed med i. Husk at den komplekse eksponentialfunktion e** \ € R,
er defineret ved

e = cos Az + i sin Az
De metoder vi har diskuteret indtil nu kan ogsé bruges til at vise at en familie
af komplekse eksponentialfunktioner er linesert uatheengig hvis ingen A-veerdi er
gentaget:

Lemma 3.1 Lad {\;}}_, vere en folge af reelle tal for hvilke A\, # \; for k # j.
Sa er funktionerne {eA2}1_, lineert uafhengige pa et vilkirligt egentligt interval.

De komplekse eksponentialfunktioner optraeder i Fourierrackker pa kompleks form:
Fourierraekken for en 27-periodisk funktion kan skrives

™

. 1 _
flx) ~ E cpe’t®, hvor ¢, = P f(x)e_“” dx.
T
k€EZ -

Et hovedresultat i Fourierrsekketeorien er at funktionerne {1/v/2me™*®},c7 udggr
en ortonormal basis for Hilbertrummet

iy

L2 (—m,7) = {f: | —mal—C: [ |f())?da < oo}.

—T
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8 Khadija Laghrida Christensen og Ole Christensen Normat 1,/2003

De komplekse eksponentialfunktioner {e?**};cz er alle 27-periodiske. Men et ge-
nerelt system af komplekse eksponentialfunktioner {e***}rcz, A\ € R, behgver
ikke at have en falles periode. Den matematiske disciplin der beskeeftiger sig med
egenskaber for funktionerne {e**+*}, <7 kaldes ikke-harmonisk Fourieranalyse. Ofte
kraeves en dyb forstaelse for kompleks analyse for at kunne begé sig her, og vi vil
ikke veere i stand til at g& nsermere ind pa dette fascinerende emne i denne arti-
kel (vi henviser til bogen [13] for en fremragende praesentation). Der er dog nogle
fa tilfeelde hvor interessante resultater kan opnas med forholdsvis enkle teknikker.
Dette er undertiden tilfeeldet hvis tallene A kan betragtes som smé perturbationer
af k, d.v.s., hvis |k — Ag| er lille for alle k € Z. Et vigtigt eksempel pa et sddant
resultat er den berpmte Kadec’s 1/4-setning: den siger at hvis sup |k — A\gx| < 1/4,
sa er {e*}cz en basis for L?(—, 7). Kadec viste dette resultat i 1963, og et
elementeert bevis kan findes i [13].

4 Gaborsystemer og wavelets

I dette afsnit betragtes funktionsrummet
L*(R) = {f: R—C: / |f(z)|*dx < oo}.

De komplekse eksponentialfunktioner betragtet i afsnit 3 tilhgrer ikke L2(R). For
et vilkarligt A € R har vi nemlig at

[e.) . [ee]
/ \e”‘m|2dz=/ dx = co.
—0o0 de ]

Men hvis g € L?(R), s vil funktionen z +— e*%g(z — p) tilhgre L?(R) for alle
A p € R fordi

| e ga—itae= [ lgte-wPde= [ gl ds < .

—0o0 —00 — 00
Bemeerk at grafen for funktionen z — g(x — p) fas ved at translatere grafen for

g(z) med u enheder. Man kan vise at operationen »multiplikation med e*** « svarer
til at translatere den Fouriertransformerede af g, som er defineret ved

i) = [ g

—00

Lad nu a,b > 0 veere givne tal og g € L%(R) en given funktion. Vi vil betragte
familier af funktioner pa formen

(8) {2 g(x = na)} ) en
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hvor N er et naturligt tal. Et system af funktioner pa formen (8) kaldes et requlert
Gaborsystem. Hvis {(Am; fin) }m,jnj<n €r en vilkérlig samling punkter i R? siges

{EQWi)‘ng(x — Mn)}|m\7‘"‘§N

at veere et irrequlert Gaborsystem.

Sporgsmalet om linesert uathaengighed af Gaborsystemer er meget kompliceret.
Heil, Ramanathan and Topiwala betragtede det i 1994 og var i stand til at op-
stille betingelser der sikrer at et Gaborsystem er linesert uatheengigt. Baseret pa de
opnaede resultater opstillede de tre forfattere fglgende

Formodning: Et vilkirligt Gaborsystem {e*™Am®g(z — M) }ml,jnj<n med g # 0O

er linezert uafheengigt hvis punkterne {(Am, tin) }jm|,jnj<n alle er forskellige.

Linnell var i 1996 i stand til at vise denne formodning for regulaere Gaborsystemer,
men hans metoder virker ikke i det irreguleere tilfeelde. Adskillige forskere har siden
da forsggt at vise/modbevise formodningen, men det er endnu ikke lykkedes.

Gaborsystemer bruges hyppigt i forbindelse med signalanalyse. Et andet, og
endnu mere populaert system i denne sammenheeng, er waveletsystemer. Givet en
funktion ¢ € L2(R) og et naturligt tal N bestar det tilhgrende waveletsystem af
funktionerne

(9) {Qj/21/’(2j95*k)}\j\,\k\§N'
For simpelheds skyld skrives

Yin(x) = 2P9(Pe—k), kel
sa kan waveletsystemet i (9) skrives pa formen {1; x};1,/k1<n-

Linezert afheengige waveletsystemer findes. Seet for eksempel ) := x[g, 1, altsa
den karakteristiske funktion for intervallet [0,1[; s& er

P10 = %(’(/)2,0 +2.1).

Et mere avanceret eksempel pa en funktion der genererer et linesert atheengigt
waveletsystem er givet ved (vi springer beregningen over og henviser til [4])

a2+ 3z +2 forxze-3, -1,

—22 432 for z € [-1, 3],
(10) V@) =912 3 o | %5

s —swx+¢ forzels, 3],

0 ellers.

Se figur 1. Funktionen i (10) er et eksempel pa en spline af grad 2, d.v.s. en funktion
der er stykkevist polynomial, og hvor den hgjeste grad af de indgaende polynomier
er 2. Man kan vise at der findes linezert athsengige waveletsystemer frembragt af
splines af vilkarlig hgj orden.
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1 2

Figur 1: Funktionen % i (10).

5 Frames i L*(R)

Dette sidste afsnit er mere avanceret end de foregiende, og skal forklare den rolle
som Gaborsystemer og wavelets har i forbindelse med repraesentationer af funktio-
ner. For at kunne ggre dette er vi ngdt til at forlade rammen af endeligdimensionale
vektorrum og betragte uendelige systemer af funktioner.

L?(R) er et meget stort funktionsrum, i den forstand at man kan finde vilkar-
ligt store familier af linesert uafheengige funktioner i L2(R). Betragt for eksempel
funktionerne {f}%2, givet ved

fula) = {ajk for |z| < 1,

0 ellers;

de tilhgrer alle L?(R), og ifslge lemma 1.3 er enhver endelig delfamilie linesert
uafheengig.

Stgrrelsen af vektorrummet L?(R) gor det kompliceret at arbejde med L?(R).
For eksempel kan vi ikke veelge en endelig samling af funktioner { f;}7_; saledes at
enhver funktion f € L2(R) har en fremstilling pa formen

fl@) = erful@).
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Men der findes uendelige familier {f;}?2, siledes at ethvert f € L?(R) har en
repraesentation

(11) f(@) =cifi(@) +cafa(x) + - +enfulr) +-- = chfk(x)
k=1

for passende valgte koefficienter {c; }72 ;. Hvis f.eks. {f;}32; er en ortonormal basis
for L2(R), s& holder (11) i L?(R)-forstand med

ck = /700 f(@) fu(x) da.

Elementerne i en ortonormal basis er linesert uafhsengige, men fremstillinger af
typen (11) kan meget vel holde for linesert athaengige familier {f;}72,. En general
méade at opna sddanne repraesentationer pé er at betragte frames:

Definition 5.1 En familie af funktioner {fi}32, i L>(R) er en frame for L*(R)
hvis der findes konstanter A, B > 0 sdledes at

a2 A pepas<y
e k=1

for alle f € L*(R).

2 oo
<B / (@) de

oo

/ Z F(@) (@) da

En ortonormal basis er automatisk en frame; pa den anden side er en frame { f } 72 ;
en ortonormal basis hvis (12) holder med A = B =1 og

/ T h@Pde=1, vk

—0o0

Mere generelt geelder at en frame {f;}32; er en basis hvis

(13) chfk:() :>Ck=0,VkEN.
k=1

Bemeerk at (13) kan betragtes som en uendeligdimensional udgave af betingelsen
for linezer uathaengighed.

Man kan vise at en frame { fj }22 ; leder til en repraesentation af typen (11), hvor
koefficienterne {c}?2; i udviklingen af f € L?(R) har formen

o= [ s

for en vis familie af funktioner {h)}2° , in L?(R). Men i modsaetning til situationen
for en basis kan der meget vel eksistere andre mulige valg af koefficienterne {cx }52 ;.
Betragt f.eks. en ortonormal basis {fi}72: s& er {fe}72, U{f1} en frame, og alle
[ € L*(R) has adskillige repraesentationer af type (11).

Vi er nu klar til at relatere Gaborsystemer og frames. Hvis et uendeligt Ga-
borsystem {e27%g(z — na)},, nez er en frame kalder vi den simpelthen for en
Gaborframe.
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Eksempel 5.2 Lad xjo 1] betegne den karakteristiske funktion for intervallet [0, 1].
Man kan vise at hvis b =1 og a €]0, 1], s& er

{2T o (w —na)}, oy

en Gaborframe for L%(R).

For en vilkirlig Gaborframe {e2>™%%g(z — na)}m nez fortzeller den generelle fra-

meteori at enhver funktion f € L2(R) har en fremstilling af typen (11). Der gzelder
endda mere: man kan vise at der findes en funktion h € L2(R) saledes at enhver
funktion f € L?(R) har fremstillingen

(14) @) = Y cmn(HF™g(a — na),

m,n€z

hvor
(15) ern(f) = / h / " f)e R (G = na) da.

Et overraskende resultat om Gaborframes siger at koefficienterne ¢, (f) in (14)
aldrig er entydige hvis ab < 1: vi kan altid veelge koefficienterne som i (15), men
der eksisterer andre valgmuligheder. Sammenlign dette med Linnell’s resultat, der
viser at en funktion f hgjst har een representation som en endelig sum

f(l’) = Z C’rrL,’rL(f)eZFimbxg(l' — na).

[ml[;|n|<N

Der er saledes en fundamental forskel mellem endelige og uendelige Gaborsystemer.
Specielt garanterer den lineaere uathengighed af de endelige delsystemer altsa ikke
entydigheden af repraesentationen i (14). Forklaringen er at det korrekte begreb for
linezer uafheengighed i L2(R) er givet ved (13), som er en steerkere betingelse end
bare lineser uatheengighed af endelige delmaengder { fi}7_;. Det vides hvorledes de
to begreber er relaterede for en generel frame {f;}52 ;: (13) geelder hvis og kun hvis
{fx}}_; er linesert uatheengige for alle n € N og

n
inf min
{3

k=1

o

2
. f e span{ iy, /

—0o0

/ Z F(@)Fe(@) da

|f ()| dx = 1} > 0.

Lad os for et gjeblik vende tilbage til eksempel 5.2. Man kan vise at det betrag-
tede Gaborsystem med g = X|o,1) er en ortonormal basis hvis @ = b = 1. Det er
derfor ikke umiddelbart klart hvorfor vi har brug for det mere komplicerede fra-
mebegreb. Forklaringen er at frames er mere fleksible end ortonormalbaser: selvom
der eksisterer ortonormalbaser med Gaborstruktur kan vi ikke veere sikre pa at der
findes ortonormalbaser der tilfredsstiller ekstra krav der méatte veere relevante i en
given sammenheeng. Men maske findes frames der tilfredsstiller dem! Dette er ikke
bare en tenkt situation, men forekommer i praksis. Et konkret eksempel optraeder

christensen.tex,v 1.10



Normat 1,/2003 Khadija Laghrida Christensen og Ole Christensen 13

i forbindelse med den sdkaldte Balian—Lows setning: den siger, at hvis en funktion
g genererer en ortonormalbasis med Gaborstruktur, sa er

(16) / " Jeg(@)P de- / T hee)P dy = oo.

I ord siger dette resultat at det er umuligt at bade g og § aftager hurtigt; dette
er meget ubekvemt i forbindelse med signalanalyse, og tvinger bl. a. computerba-
serede metoder til at arbejde med store intervaller. Den gode nyhed er at Gabor-
frames ikke lider under denne begraensning: der findes funktioner g som genererer
en Gaborframe, og for hvilke produktet i (16) er endeligt. Et konkret eksempel er
e’

funktionen g(x) , som frembringer en frame hvis ab < 1. For denne funktion

er §(7) = me~™ 7", s& produktet i (16) er endeligt. Leesere der vil vide mere om
Gaborsystemer henvises til bogen [8].

Visse uendelige waveletsystemer leder ogsa til repraesentationer af alle funktioner
i L2(R). D.v.s., der findes funktioner v € L%(R) for hvilke ethvert f € L%*(R) har

en repraesentation

(17) fl@) =" 2?20 — k).

J,kEL

Eksistensen af linezert afheengige waveletsystemer er af fundamental betydning i
waveletteori: de fleste konstruktioner af funktioner 1 for hvilke repraesentationer af
type (17) eksisterer for alle f € L2(R), er baseret pa en funktion ¢ der tilfredsstiller
en ligning af formen

(18) o@) = 3 anpl2e — k).

|kI<N

Betingelsen (18) betyder at waveletsystemet {¢;x }j|<1,jx|<n er linesert athaengigt.

Waveletanalyse er i gjeblikket et af de mest aktive forskningsomrader indenfor
matematikken, fordi emnet er matematisk fascinerende og vigtigt for anvendelser
pa samme tid. En stor del af waveletteorien har som formal at konstruere funktio-
ner ¢ siledes at {1}, ez er en ortonormalbasis for L?(R). Disse undersggelser
blev indledt af Mallat og Meyer i 1989, som udviklede den sékaldte multiresolution
analyse. Videre studier af Daubechies viste hvorledes man kan konstruere en or-
tonormalbasis {1} 1}, rez baseret pa en funktion ¢ der tilfredsstiller (18) samt et
par andre betingelser. Det er interessant at notere at de forste framekonstruktioner
med waveletstruktur fandt sted tidligere, nemlig i 1985; forfatterne var Daubechies,
Grossmann og Meyer [6]. Frames er ogséa attraktive i forbindelse med wavelets pa
grund af deres fleksibilitet: man kan undertiden konstruere waveletframes med egen-
skaber som en ortonormalbasis ikke kan have. (Eksempel: man kan finde en frame
{¥; .k }jkez for hvilken ¢ er uendeligt ofte differentiabel og aftager eksponentielt.
Der findes ingen basis af denne type.) Mere information om wavelets kan findes i
bggerne [5] af Daubechies (en klassiker indenfor omradet) og [12] af Walnut (der er
teknisk lettere tilgeengelig). Mere intuitive fremstillinger beregnet for leegfolk findes

i[2] og [3].
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Framebegrebet blev faktisk introduceret meget tidligere, nemlig i artiklen [7]
af Duffin og Schaeffer, publiceret i 1952. Tilsyneladende var denne artikel langt
forud for sin tid, og det tog naesten 30 ar for frames optradte pa tryk igen. Duffin
og Schaeffer indfgrte frames som et redskab i forbindelse med ikke-harmoniske
Fourierraekker, men gav alligevel en framedefinition der er gyldig i et vilkarligt
separabelt Hilbertrum. For yderligere information om frames henvises til [4].
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