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Innledning

Hvor mange konstruerbare rgtter har en fjerdegradsligning? Spgrsmalet besvares
presist nar ligningen har rasjonale koeffisienter, og ved bruk av enkle kriterier gitt
av ligningens koeffisienter.

Fremstillingen i artikkelen er selvstendig, men lesere med behov for bakgrunns-
stoff om geometriske konstruksjoner kan utfylle sine kunnskaper ved & lese websi-
den http://mathworld.wolfram.com/GeometricConstruction.html. Artikkelen
CABRIC [1] fra Normat gir ogsa en kort introduksjon til temaet geometriske kon-
struksjoner, som kan vaere nyttig & lese i den forbindelse.

To former for konstruerbarhet diskuteres i artikkelen: 1) Klassisk konstruksjon
med bare bruk av passer og en umerket linjal — som vi kjenner fra skolen — og 2)
konstruksjon med bare bruk av en merket linjal. Klassisk konstruerbarhet er ele-
mentaert og greit beskrevet i boka BOLD [2], som i tillegg til det ovenfor, kan anbefa-
les som innfgring i temaet geometriske konstruksjoner. Ogsa klassikeren COURANT
& ROBBINS [3] har en god diskusjon péa konstruerbarhet (kapittel 3). Endelig er
konstruksjonsmetodene 1) og 2) definert presist i boka MARTIN [4], som gir en
velskrevet og grundig gjennomgang av de forskjellige geometriske konstruksjons-
metoder utviklet gjennom tidene.

Hva som er konstruerbart avhenger (naturligvis) av konstruksjonsreglene som
gjelder. Det er velkjent at tredeling av vinkelen generelt ikke er mulig med klassisk
konstruksjon. Lemper vi pé spillereglene for lovlige konstruksjoner i forhold til
de klassiske reglene, vil flere problemer kunne lgses geometrisk — ogsa tredeling av
vinkelen. Arkimedes’ metode for tredeling av vinkelen ved hjelp av innskyting av et
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linjestykke med en gitt lengde er velkjent, og kan gjennomfgres ved bruk av passer
og en merket linjal. Tredeling kan utfgres ved bruk av en merket linjal alene, fordi
konstruksjon av kubikkrgtter er mulig med dette konstruksjonsverktgyet. Tredeling
kan utfgres med bare bruk av en merket linjal da slik konstruksjon av kubikkrgtter
er mulig. At en merket linjal alene er et sa kraftig konstruksjonsverktgy i forhold
til klassisk konstruksjon, skyldes nettopp at kubikkrotutdragning kan utfgres.

Klassisk konstruksjon av reelle storrelser kjennetegnes ved bruk av et endelig
antall rasjonale operasjoner og (reelle) kvadratrotutdragninger (presiseres senere),
mens konstruksjon med bare bruk av en merket linjal kjennetegnes i tillegg — som
nevnt ovenfor — ved bruk av et endelig antall (reelle) kubikkrotutdragninger. En
kompleks stgrrelse er konstruerbar hvis og bare hvis bade dens real- og imagingerdel
er konstruerbar.

Konstruerbare ratter til fjerdegradsligningen

En setning om antall klassisk konstruerbare rgtter til en gitt fjerdegradsligning
med rasjonale koeffisienter formuleres nedenfor ved hjelp av ligningens resolvent.
(Begrepet resolvent defineres nedenfor.)

For & bevise setningen bruker vi en velkjent betingelse for klassisk konstruer-
barhet (se [2]-[4] eller http://mathworld.wolfram.com/ConstructibleNumber.
html). Beviset krever ogsa noe elementeer kjennskap til tredjegrads- og fjerdegrads-
ligningen. Det en trenger finnes i appendikset i HOLING [5], i eldre bgker om lig-
ningsteori — som DICKSON [6]! — eller igjen, pa Internett.?

Bruker vi bare en merket linjal vil rgttene til polynomligninger av grad opp til og
med 4 veere konstruerbare. (Vi antar at koeffisientene til ligningene er konstruerbare
eller kan tolkes som lengden av gitte linjestykker.) Det er velkjent at dette ikke
gjelder for ligninger med grad stgrre eller lik 5. Generelt kan ikke en gang slike
ligninger lgses algebraisk. For femtegradsligningen er det jo dette Abel na er allment
mest kjent for. (Se ogsa Sluttord, side 20.)

Det er allerede kjent i skolematematikken at for forste- og annengradsligninger
er spgrsmalet om klassisk konstruerbare (reelle) rgtter trivielt. Rgttene til forste-
og annengradsligninger kan alle alltid konstrueres ved bare bruk av passer og en
umerket linjal. Nar det gjelder rgttene til tredjegradsligningen er situasjonen en
annen. Rgttene kan ikke alltid konstrueres. Fglgende resultat er velkjent:

Lemma. Om en tredjegradsligning med rasjonale koeffisienter har kun irrasjonale
rotter, kan ingen av dem konstrueres pa klassisk vis.

Noe tilsvarende gjelder ikke for fjerdegradsligningen: Ligningen (22 —2)% = 0 er
en fjerdegradsligning med heltallskoeffisienter, og dens rgtter ++/2 kan konstrueres
pa klassisk vis.

Vi viser na setningen som besvarer artikkelens tittelspgrsméal. Setningen gir en
kompakt og elegant karakterisering av klassisk konstruerbarhet av rgttene til fjerde-
gradsligningen. Vi har ikke klart & finne setningen i litteraturen, selv om resultatet
nok mé veere kjent fra fgr. Uansett fortjener det & bli bedre kjent!

1Selv om boka DIcksoN er en relativt gammel referanse (fra 1947), er fgrsteutgaven fra 1914
lett tilgjengelig pa Internett: http://encompass.library.cornell.edu/math/math_D.html.

?http://mathworld.wolfram.com/CubicEquation.html og http://mathworld.wolfram.com/
QuarticEquation.html.
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Setning. La Q(z) = 0 veere en monisk® fjerdegradsligning med heltallskoeffisienter.
La videre n veere lik antall klassisk konstruerbare rgtter til ligningen, der antall
rotter telles med multiplisitet og inkluderer komplekse rotter.

La R(t) = 0 veere resolventen til ligningen Q(x) = 0. Da gjelder:

a) n =0 hvis og bare hvis verken Q(x) = 0 eller R(t) =0 har heltallsrptter,
b) n =1 hvis og bare hvis Q(x) = 0 har én og bare én heltallsrot,

¢) n=2 eller n =3 kan aldri inntre og

d) n =4 hvis og bare hvis R(t) = 0 har minst én heltallsrot.

Bevis: Vi starter med litt bakgrunnsteori for a gjgre beviset selvstendig.
Resolventen til fjerdegradsligningen Q(z) = 0 er en hjelpeligning R(t) = 0 av
tredje grad som brukes i lgsningen av ligningen Q(z) = 0 til & faktorisere fjerde-
gradspolynomet () i et produkt av to annengradspolynomer. Fjerdegradslignin-
gen kan altsé lgses ved & lgse en tredjegradsligning og to annengradsligninger.
R(t) = 0 er den sékalte Lagrange-resolventen i Ferraris lgsningsmetode for fjerde-
gradsligningen. For

Qr)=a"+ar® +bx* +cx +d =0

omskrives Q(z) = 0 ved hjelp av en rot ¢t av R(t) = 0 som (2% + Jaz + 3t)* =
(pz+q)? der p og q er gitt fra fjerdegradsligningens koeffisienter og ¢. Vi bestemmer
t ut fra at en slik faktorisering av Q(z) blir mulig. Dette krever at ¢ mé veere en
rot av R(t) = 0, en tredjegradsligning. Det er ikke vanskelig & vise at

R(t) = t3 — bt? + (ac — 4d)t — a®d + 4bd — ¢* = 0.

Velg na en rot ¢ty av R(t) = 0. Da er altsa rgttene til Q(z) = 0 uttrykt ved
to og kvadratrgtter. Siden ¢y er en rot av en tredjegradsligning, kan uttrykket for
to inneholde kubikkrgtter — ellers opptrer hgyst kvadratrgtter. Det er bare i ty at
kubikkrgtter opptrer i uttrykkene for rgttene til Q(x) = 0. Vi kan velge tg reell da
en tredjegradsligning med reelle koeffisienter alltid har minst én reell rot.

Vi vil ogsa bruke en velkjent sammenheng av Lagrange mellom rgttene til fjerde-
gradsligningen Q(z) = 0 og resolventen R(t) = 0: Med henholdsvis z1, 22, 23 og
x4, Og t1, to 0g t3 rettene til Q(z) =0 og R(t) =0, er

tl =T1T9 + T34, tQ = 21T3 + Ta24 og t3 = 2124 + XT2X3.

Bevis for d): Anta at R(t) = 0 har minst én heltallsrot ¢. Ligningen Q(z) = 0 har
i folge det ovenfor rgtter som alle kan uttrykkes med bruk av bare kvadratrgtter
og tg. Da tg er heltallig ser vi at vi far med hgyst kvadratrgtter & gjore. Men da er,
som kjent, alle rgttene til Q(x) = 0 konstruerbare — og n = 4.

Omvendt, anta at n = 4. Sammenhengen til Lagrange ovenfor viser at rgttene til
resolventen alle er konstruerbare nar n = 4. Siden R(t) = 0 er en tredjegradsligning
med heltallskoeffisienter ma den ifglge lemmaet ha minst én rasjonal rot, men denne
roten méa veere heltallig da R(t) er monisk.

3Dvs. med ledende koeffisient 1.
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Bevis for b): Anta n = 1. Da er den eneste konstruerbare roten r reell, siden
komplekse rgtter opptrer i konjugerte par.
Hvis r ikke er rasjonal, ma r ligge i en gjentatt (reell) kvadratisk utvidelse

(@ZF‘OCF‘lCl“_‘QC"’Cl“_‘k,lCF‘]f
av Q. Her er k£ det minste positive heltall slik at

re kb= Fk*l[\/&]

med
r=u+uvy/q foru,v,q€ Fy_1, ¢>00g+/q€ Fj\ Fj_1.

(Dette er betingelsen for konstruerbarhet vi nevnte ovenfor.)

Hvis Q(r) = Q(u + v\/q) = a + b\/q sa ma Q(u — v\/q) = a — by/q. (Vis det!)
N& er a og b slik at hvis Q(r) =0 ma b = 0, og derfor da ogsd a = 0. S& Q(r) =0
gir at Q(u — v,/q) = 0, som betyr at v = 0 og dermed r € Fj_;. Men dette er i
motstrid til definisjonen av k. Vi har jo at r ¢ Fy_;. (Tilsvarende argument finnes
gjengitt for tredjegradsligningen pa side 10-15 i [2] eller teorem 2.18 i [4].)

Men da ser vi at r mé veere rasjonal og derfor heltallig. Q(z) = 0 kan ikke ha
andre heltallsrgtter enn r; ellers ville n > 1, s& Q(z) = 0 ma ha én og bare én
heltallsrot, nemlig roten 7.

Omvendt, la Q(x) = 0 ha én og bare én heltallsrot r. Da kan Q(z) skrives
som et produkt av den linesre faktoren x — r og en monisk faktor av tredje grad,
som ogsd har heltalls-koeffisienter (hvorfor?). Den siste faktoren gir opphav til
en tredjegradsligning som ikke har heltallsrgtter, og da heller ikke rasjonale rgtter.
Denne tredjegradsligningen kan i fglge lemmaet derfor ikke ha konstruerbare rgtter,
s& r er den eneste konstruerbare roten til Q(z) =0, dvs. n = 1.

Bevis for ¢): Hvis n = 2 eller n = 3, kombinér to konstruerbare rgtter til Q(z) =
0 i en annengradsfaktor p(z) av Q(z). Da vil Q(z) = p(z)q(z) der g(x) er en
annengradsfaktor med konstruerbare koeffisienter. Men da har ¢(z) = 0 — som
p(z) = 0 — to konstruerbare rgtter, og vi ma ha n = 4.

Bevis for a): Anta n = 0. Q(x) = 0 kan da ikke ha noen heltallsrot da slike er
konstruerbare. I fplge d) kan heller ikke R(¢) = 0 ha heltallsrgtter.

Omvendt, anta at verken Q(z) = 0 eller R(¢t) = 0 har heltallsrgtter. Da er n
verken 1 eller 4 — og da n heller aldri kan veere 2 eller 3, m&a n = 0.

Setningen er dermed bevist. O

Vi ser at problemet med & telle antall klassisk konstruerbare rgtter til en monisk
fjerdegradsligning med heltallskoeffisienter er overfgrt til problemet med & telle
antall heltallsrgtter for ligningen og dens resolvent. Dette er i prinsippet enkelt
a avgjgre da fjerdegradsligningen og resolventen i vart tilfelle begge er moniske
ligninger med heltallskoeffisienter: Heltallsrgttene — hvis de finnes — ma finnes blant
divisorene til konstantleddene til Q(z) og R(t). Setningen ovenfor kan generaliseres
til tilfellet Q(x) = 0 med rasjonale koeffisienter. (Bytt ut heltallsrot/rgtter med
rasjonal rot/rgtter i a), b) og d). Fortsatt blir ¢) riktig.)
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Eksempler

Vi gir eksempler pa bruk av setningen ovenfor.

Fjerdegradsligningene Q(z) = 2* +8r +12=00g Q(z) = 2* + 222 +2+3 =0
har ingen konstruerbare rgtter, dvs. n = 0. Verken ligningene eller de tilhgrende
resolventene har heltallsrgtter.

Videre har fijerdegradsligningen Q(z) = z* — 522 4+ 3z — 2 = 0 én og bare én
konstruerbar rot, dvs. n = 1. Ligningen har 2 som eneste heltallsrot.

Fjerdegradsligningene

1) Q(z) =%+ 222 -1 =0,

2) Qz)=2"+223 +2>+22+1=0,
3) Q) =a*+a23 +22+2+1=0o0g
4) Qz) =a* —42® + 522 -2 —2=0

har rgtter som alle er konstruerbare, dvs. n = 4. Resolventene til ligningene har
alle minst én heltallsrot.

Vi skal ogsd se nedenfor at alle rgtter til fjerdegradsligninger med rasjonale
koeffisienter og med multiple rgtter er konstruerbare, dvs. n = 4 (oppgave 1).

At rottene til fjerdegradsligningene 1) — 3) ovenfor alle er konstruerbare kan
lett sees uavhengig av setningen ovenfor. Ligning 1) har ingen odde termer og er
derfor en annengradsligning for z2, mens ligningene 2) og 3) er sakalte resiproke
fjerdegradsligninger (1/x er rot for alle rgtter x forskjellig fra 0) — dvs. ligningene
er annengradsligninger for z + 1/x (hvorfor?).

Ligning 3) er ogsé ekvivalent med ligningen 2° — 1 = 0 (x # 1), den sakalte sir-
keldelingsligningen for den reguleere femkanten, som er klassisk konstruerbar. Merk
at resolventen til de resiproke fjerdegradsligningene 2) og 3) har begge heltallsro-
ten 2. (At resolventen til en resiprok fjerdegradsligning har roten 2 gjelder generelt.
Setningen gir da at resiproke ligninger har rgtter som alle er konstruerbare.)

Oppgaver

Vi utfordrer leseren til & bruke det hun har leert av artikkelen til & lgse oppgavene
nedenfor, men fgrst gir vi litt ngdvendig bakgrunnsteori.

Med diskriminanten til fjerdegradsligningen Q(x) = 0 og resolventen R(¢) = 0
mener vi henholdsvis uttrykkene

(21— m2)* (21 — w3)* (21 — 24)* (w2 — 23)* (22 — 34)* (23 — 74)°

og
(t1 — ta)*(t1 — t3)2(ta — t3)?,

der vi — som ovenfor — betegner rgttene til ligningene Q(z) = 0 med x1, 2, T3 og
x4, og rottene til R(¢) = 0 med ¢1, t2 og t3.

Sammenhengen av Lagrange ovenfor gir at diskriminantene til Q(z) = 0 og
R(t) = 0 er like. (Formelen for diskriminanten til en tredjegradsligning ¢3 + At? +
Bt +C =0er 18ABC — 4A3C + A?B? — 4B% — 27C?))
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En fjerdegradsligning Q(xz) = 0 med heltallskoeffisienter (rasjonale koeffisienter)
sies & veere irredusibel over Z (Q) hvis og bare hvis Q(z) ikke kan skrives som et
produkt av faktorer av lavere grad med heltallskoeffisienter (rasjonale koeffisienter).

Oppgave 1. La Q(z) = 0 vere en fierdegradsligning med rasjonale koeffisienter
og multiple rotter.

a) Vis — uten bruk av diskriminanten til Q(x) = 0 — at rottene til ligningen
Q(z) = 0 alle kan konstrueres pa klassisk vis.*

b) Vis a) ved G bruke diskriminanten til Q(z) = 0.5

¢) Hva kan sies om rasjonale rotter til ligningen Q(x) = 026

Oppgave 2. La Q(x) = 0 veere en monisk fjerdegradsligning med heltallskoeffisi-
enter og med diskriminant som er kvadrattall.

a) Vis at resolventen til Q(x) = 0 enten har ingen eller tre heltallsrptter. Gi
eksempler pé begge tilfeller.”

b) Vis at hvis Q(x) = 0 i tillegg er irredusibel over Z, og har minst én klassisk
konstruerbar rot, sd har resolventen til Q(x) = 0 tre forskjellige heltalls-
rotter.

Sluttord

Vi gnsker til slutt & papeke at var setning lett kan brukes til & bestemme Galois-
gruppen til visse fjerdegradsligninger. Vi henvender oss her til lesere som allerede
kjenner Galois-teorien, eller vil sette seg inn i denne vakre teorien.

Galois-gruppen til polynomer er som kjent sentral nar det gjelder & bestemme
om slike ligninger er algebraisk lgsbare («lgsbare ved rotutdragninger» ). Det er slik
det i dag vises at femtegradsligningen generelt ikke kan lgses algebraisk. Begrepet
algebraisk losbar gjores presist i Galois-teorien. HADLOCK [7] og ESCOFIER [§]
gir begge en meget god innfgring i Galois-teori, for de som trenger det, og da
motivert rundt problemstillinger om geometriske konstruksjoner. Internettlenken
http://mathworld.wolfram.com/topics/FieldTheory.html er ogsa et bra sted
& starte for den som vil sette seg inn i Galois-teorien.

Anta na at Q(z) = 0 er en monisk fjerdegradsligning med heltallskoeffisienter®
som er irredusibel over Z. (Se nedenfor hvis ligningen ikke er irredusibel.) La, som
ovenfor, n veere lik antall klassisk konstruerbare rgtter til Q(z) = 0, og la D vaere

4Vink: Q(z) = 0 kan ikke veere irredusibel over Q da stgrste felles divisor av Q(z) og Q' () er
en faktor av Q(z), som er et polynom med rasjonale koeffisienter og av minst fgrste grad. Videre
har en tredjegradsligning med rasjonale koeffisienter og med dobbel rot bare rasjonale rgtter.

5Resolventen til Q(x) = 0 har diskriminant lik 0 og derfor en dobbel rot.

6Svar: Bortsett fra tilfellet nar Q(z) er et perfekt kvadrat er minst to av rgttene til Q(z) = 0
rasjonale.

7Vis at alle moniske tredjegradsligninger med heltallskoeffisienter og diskriminant som er kvad-
rattall har enten ingen eller tre heltallsrgtter. Den fgrste fjerdegradsligningen i eksemplene oven-
for, Q(z) = * 4 8z + 12 = 0, har en kvadratisk diskriminant (lik 576%) uten & ha heltallsrgtter.
Alle moniske fjerdegradsligninger med heltallskoeffisienter og bare heltallsrgtter har trivielt en
kvadratisk diskriminant.

8Betingelsen pa Q(x) her er ikke si begrensende som en kanskje skulle tro: Enhver fjerde-
gradsligning med rasjonale koeffisienter kan transformeres til en monisk fjerdegradsligning med
heltallskoeffisienter uten at Galois-gruppen forandrer seg.
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diskriminanten til ligningen. Da er n = 0 eller n = 4, og D er heltallig. Vi har sett
hvordan n og D lett kan bestemmes ved hjelp av ligningens koeffisienter.

Det er kanskje overraskende at vi — pa ett unntak nser — na kan bestemme
Galois-gruppen til Q(z) = 0 ved kjennskap kun til n og D.

Med standard gruppenotasjon gjelder folgende: For n = 0 er Galois-gruppen A,
eller Sy etter som D er et kvadrattall eller ikke. For n = 4 er gruppen V hvis D er
kvadrattall. Er n = 4 og D ikke kvadrattall, gir ikke n og D alene nok informasjon
til & bestemme Galois-gruppen til ligningen, men Galois-gruppen er da enten Dy
(symmetrigruppen til kvadratet) eller Zy.

Vi viser til kapittel 16 i [8] og artikkelen KAPPE & WARREN [9] for detaljer —
der ogsa unntakstilfellet ovenfor behandles. Selv i unntakstilfellet har vi hgyst med
kvadratrgtter & gjore fordi resolventen R(t) = 0 til Q(z) = 0 da har én (og bare
én) heltallsrot.”

Merk at det er bare for n = 0 at D mé beregnes for & bestemme Galois-gruppen
(dvs. nar R(t) = 0 ikke har heltallsrgtter). For n = 4 er Galois-gruppen V hvis
R(t) = 0 har tre (forskjellige) heltallsrgtter og enten Dy eller Z4 hvis R(¢) = 0 har
én (og bare én) heltallsrot (oppgave 2).

Vi antok ovenfor at fjerdegradsligningen Q(x) = 0 var irredusibel over Z. Hvis
Q(z) = 0 er redusibel, kan det & bestemme Galois-gruppen til ligningen bli mer
komplisert enn i det irredusible tilfellet. At redusible tilfeller er mer komplisert enn
irredusible tilfeller er spesielt riktig for ligninger av grad stgrre enn 4. Vi henviser
til spesiallitteraturen.
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9For & skille mellom Zy4 eller Dy gjgr vi som i [9]: La Q(z) = 2* + aa3 + bz? +cx +d = 0,
to veere den eneste heltallsrot av R(t) = 0, og definer P(z) = (22 — toz + d)(22 + az + b — to).
Om rgttene til Q(z) = 0 er z1, z2, x3 0og x4, s& er nullpunktene til den fgrste faktoren av P(z)
lik z1xz2 og z3x4, mens nullpunktene til den andre faktoren er z1 + xz2 og z3 + z4. (Vi har valgt
rottene til Q(z) = 0 slik at t9p = z122 + 2324 er heltallig.) Med FE lik den minste kroppsutvidelsen
av Q som inneholder rgttene til R(t) = 0, er Z4 Galois-gruppen til Q(z) = 0 hvis og bare hvis
P(z) = 0 har alle sine rgtter i E — ellers er D4 Galois-gruppen til Q(z) = 0. Siden R(t) = 0 kan
Igses som en annengradsligning er E lett & bestemme.
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