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1. Indledning
Riemanns zetafunktion ¢(s) er for Res > 1 defineret ved [1, p. 807]

oo

(1) )=

n=1

Euler studerede ovenstaende raekke for naturlige tal, dvs. for s € N, og beviste
at reekken var divergent for s = 1 og konvergent for s > 1. En af Eulers stgrste
opdagelser var, at han bestemte summen af reckken for s = 2. Eulers bemaerkelses-

veerdige resultat
2

1 s
27"

blev senere fulgt op af eksakte veerdier for summen af reekken, nar s = 4, 6, 8, osv.
for lige veerdier helt op til s = 26 i en publikation fra 1744, se [5, p. 54].
I dag kendes eksakte formler for ((2p) nar p er positiv og hel, nemlig |1, p.807]

By,
2(2p)!

hvor B,, er Bernoullitallene fastlagt ved

i n+1
By =1, ];JBk( N ):0, n=1,23,....

(2) ¢(2p) = (1)} (2m)*,  peN,
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Efter succes med at bestemme summen af reckken (1) for flere lige veerdier af s
gik Euler i gang med de ulige veerdier stgrre end 2, men selv det simpleste tilfaelde
s = 3 fandt han ikke nogen eksakt veerdi for, selv om han prevede flere forskellige
angrebsvinkler. Det bedste han kunne ggre i en artikel fra 1735 var at bestemme
summen af en beslaegtet rackke, nemlig

el (—l)k B 7T3
;) (2k+1)3 — 32

Pa et senere tidspunkt fremkom han med en formodning om at

1 9 2
nz::l i a(ln2)”+ 4 5 In2
for rationale tal « og 3, [5, p. 60].

Hvad ved vi s& i dag om ((s) for ulige veerdier af s stgrre end 27 Svaret er
overraskende lidt. Der kendes ingen eksakte formler for ((2p + 1), p € N analogt
med (2). Dog findes der integralformler med visse lighedspunkter, fx [1, p. 807]

(2m)2pHL

3) C(2p+1) = (—1)p+lm

1

/ Bopt1(z) cot(mz) dz, p €N,
0

hvor B,,(z) er Bernoullipolynomierne defineret ved

tetx e +n
= ;Bn(x)a, |t| < 2.

Laenge var kun lidt kendt om ¢(2p + 1), p € N, men i 1978 beviste Roger Apéry,
at €(3) er et irrationalt tal [7], hvilket fprte til navnet Apérys konstant. Siden har
man bevist, at {(2p + 1), p € N kan udtrykkes op til rationale konstanter ved
Borel-regulatoren fra den algebraiske K-gruppe Kyxy1(Z). Denne er inkorporeret
i de sdkaldte Beilinson-formodninger [6], og det relevante rationale multiplum er
beskrevet af Bloch og Kato ved hjelp af sakaldte Tamagawa-méal [3]. Det tyder
saledes pa at den mest naturlige beskrivelse af zetafunktionens veerdier for natur-
lige tal er givet ved algebraisk K-teori af de hele tal, snarere end ved elementaere
funktioner. Denne sammenhaeng mellem ((2p + 1) og algebraisk K-teori er pa et
meget avanceret niveau, der fgrer for vidt til en videre diskussion i denne artikel.
Interesserede kan finde flere henvisninger i [3] og [6].

Neert besleegtet med zetafunktionen er Dirichlets etafunktion, der for Res > 0
er defineret ved [1, p.807]

(W n(s) =y T
n=1

og Dirichlets lambdafunktion, der for Res > 1 er defineret ved [1, p.807]

(5) A =Y ﬁ

n=0
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Etafunktionen kan fortssettes analytisk til hele den komplekse plan, medens zeta-
funktionen og lambdafunktionen kan fortssettes analytisk til hele den komplekse
plan pa naer s = 1. Sammenhaengen mellem funktionerne er

(6) n(s) = (1 —=2'7%)¢(s), seC, dogs#1
og
(7) A(s) = (1 —27°)((s), s€C, dog s #1.

Formalet med denne artikel er ved hjeelp af Fourierrackker for ulige potensfunk-
tioner at udlede nye summationsformler for 7(3), ¢(3) og A(3). Ved hjelp af disse
udledes dernzest integralformler, der sammenlignes med velkendte formler i littera-
turen. Hovedresultatet (22) kan veere en ny angrebsvinkel til at finde sammenhsaenge
mellem Apérys konstant ((3) og andre matematiske konstanter.

2. Summationsformler for etafunktionen
udledt vha. Fourierraekker

Den periodiske funktion f, givet ved fp(z +2m) = fp(z), v € R og

fo(x) = 2?1, —rT<x<mT
kan for p =0,1,2,... udvikles i en Fourierrackke
oo
anyp sinnz,
n=1
hvor
2 [T 2(—=1)7t
(8) bn,ozf/ ﬂcsinna:dx:(i), n=12.3,...
™ Jo n
og
2 N 2p+1 _:
bpp=— T sinnx dx
T Jo
272P(—1)" L 4p(2 1) [
(©) ) (=1 — p(p;— )/ 2P~ sinna dzx
n ™ 0
2r2P(—1)""1 2p(2p+ 1)
= n - n2 bn,pfla
n=123,..., p=123,....

Fourierrsekkens sum er (x — 2k7)?P+! for 2k — )n < o < 2k + U)m, k € Z
og 0 for x =0, £, £27,.... Da integration og summation kan ombyttes [9, p. 30]

er
o0 o0 . o0
1 . *° sin nx T
— g bppsinnrdr = E bn.p ——dr = 5 E bn.ps
o < 0 T
n=1 n=1

n=1

scheufens.tex,v 1.5



44  Ernst E. Scheufens Normat 2/2003

hvoraf folger

00 ™ 3T 2p+1 57 2p+1

— 927)2p — 47)?%P
ben,p:/ xzpdﬁ/ wdﬁ/ @ Am) P
2n:1 0 Jmw 3

T I

2p+1 T $2p+1 T $2p+l
= + / dt + / dt+---
2p+1 _.t+2m _pt+4m

2p+1 e ™ t2p+1
=4 Z/ dt
2p+1 =)ot t 2km

eller

t2p+1

100
(10) Egb’“ 2p+1 *Z/ t+2/<:7r

Seettes p =01 (10) fas

o0

LS S D Z/ sz %Z[thkﬂ'lntJerﬂ)

k=1

TL—

—T

Idet rackken pa venstre side er (1) = In2 og greenserne under summationstegnet
pa hgjre side indsaettes, fas

> 2k +1
(11) 7](1)—ln2—l+2;(1—kln2k71)
eller
> 2k +1 1
(12) ;(kln%_l —1) (- In2).

Dette resultat kan ogsa findes i [8, p. 748].
Seettes p =11 (10) fas

1 oo
5;6"’1:*+ Z/ t+2k7r

% 12[ — L2 km 4t (2km)?
(13) =

—(2kn)3 In(t + zlm)}i

- +2W2Z( 44k — 4K In ?;i)
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Af rekursionsformlen (9) for b, , fas

2r?(=1)"t 6

bn,l = n - ﬁbn,o
(14) 2 n—1 n—1
e Gt ol O
n n3

Af (13) og (14) fas

— /Tt 6(—1)"! 2 — 1 2k +1
S (P S a5 (e - )

n=1

og da raekken pa venstre side er 72 1In2 — 61(3) fas

2 w2 72 & 2k +1 1
1 =—In2— — +— 4k31 —4k? - 2 ).
(15) n(3) =5 In 18+3];(k R T 3)

Ved at benytte rekursionsformlen (9) kan man udlede tilsvarende summationsform-
ler for n(5), n(7), osv.

3. Integralformler for etafunktionen

2k +1
Ved at benytte Laurentraekken for In * gaeldende for k > % finder man

2% —1
2k +1 1 = 2 1
YR P S R} ' N SN S} &
ok -1 3 n; (2n — 1)(2k)2n—1 3
_ i L
= (2n - 1)(2k)2n
eller
2k +1 I & 1 1
1 4k31 Y= S .
( 6) k n % —1 3 e (2p+3)22pk2p7 > B
Af (15) og (16) fas
w2 2 P 1
1@ =g h2- g+ (2p + 3)2%0k2p
k=1p=1
w2 2 2 1 =1
T e TN N
R T ;_1(2p+3)221’;k2p
w? ™ 1P~ ((2p)
=T e T TN S
6 " 183 pz::l (2p + 3)2%
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Ved at benytte (2) fas

2 p— 1B
n(3) = —12—— L Gt - 7r2p
18" 3 7122p+3
(17) "

( 1p 1B2p 2
771 2 P,
+y 3 Z2(2p+3 2p) "

For at omskrive summen til et integral betragtes funktionen

_ > (71)17_13217 -
(18) flx) —;me +3 2 <z <27

med den afledede

Z 2p 2p+2—f%x22 2 AR , =21 < x < 27.
= = ( p)!
Vi genkender her Taylorraekken
1 T = (—1)PBy
(19) ixcotizzmT)!px% —27r<x<27T7
p=0
altsa er
1
(20) fl(z)= —fac cot = —2m <z < 2m.

2’
Af (17) og (18) fas

2 2 2
03 = oy ™ S 7ﬂ—ln2+—/ f(x
6 3 w3

og endelig ved benyttelse af (20)

1 3 T
(21) n(3) = — ln2 ~on x° cot 3 dx.

Ved at benytte passende substitutioner kan (21) omskrives til integralformler, hvor
cotangens har argumentet z eller 7.

4. Summations- og integralformler for zetafunktionen
Af (6) folger, at ((3) = %7}(3). Ved hjeelp af (15) fas summationsformlen

22 2?2 Ax? 3. 2k+1 5 1
(22) ((3) = 5-In2- T7+TZ(4"" In 3 — 4k —g)
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og ved hjeelp af (21) fas integralformlen

272 1 (7 .
(23) g“(?)):%Iang—Tr ; xdcotgdx.

Summationsformlerne (15) og (22) har det ikke veeret muligt at finde nogen steder.
Euler brugte divergente raekker indeholdende logaritmeled til at bestemme en inte-
gralformel for \(3), se neeste afsnit. I [8, p.747, 5.5.1, ligning 9] er angivet en formel
for potensrakken

som efter nogle differentiationer kunne bruges til en omskrivning af summen til et
kompliceret integral. Formlen i [8] er i gvrigt forkert og ber retmeessigt veere

1 .. k+a L et dt
—z"1 = t —t¢ In(1 — xt)— 1.
> i X Jin(1—at) L a] <

Det skal nu bevises, at integralformlen (23) stemmer overens med (3) for p = 1.
Idet B3(x) cot(mz) er symmetrisk om = = 3 fas af (3) for p=1

or)3 ! or)3 [i/2
(24) ¢(3) = ( ﬂ)' / Bs(z) cot(mz) de = ( ﬂ") / Bs(x) cot(mx) d.
2.3 J, ETRRA
Indseettes Bs(x) og substitueres x = nt fas
A3 [1/2
¢(3) = T/0 (23 — %mQ + %m) cot(mzx) dx
4 /2 /2 9 /2
- = t3cottdt—2/ 12 cot t dt + 1/ teottdt,
3T 0 0 3 0

som ved benyttelse af matematikprogrammet Maple giver

4

~ 3

2T w

/2 2
3 (Tt oo
¢(3) /0 t° cot t dt 2(4 In2 8((3))—!— In2.

3 2

og efter en lille omskrivning

272 16 [/?
25 H="2-— 3 cot ¢ dt.
(25) ¢(3) g m2-oo ; co

Ved at substituere ¢ = 1z i integralet fas (23).
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5. Sammenligning med Eulers formel for A(3)

Euler har i 1772 givet et kompliceret bevis for, at
71_2 /2
(26) A(3) = Zln2+2/ zlnsinx dx.
0

Beviset, der bygger pa anvendelse af divergente raekker og lgsning af en differens-
differentialligning, er i store treek gengivet i [2]. Det skal her vises hvorledes inte-
gralformlen for ((3) ogsa forer til (26). Af (7) folger, at A(3) = £((3) og dermed
ved hjaelp af (25) med x som integrationsvariabel i stedet for ¢

T2 14 [™/?
(27) A(33) = % In2— o /. 3 cot x da.

Ved at benytte partiel integration fas
m/2 /2
2/ wlnsinmdcc:—/ 2% cot z dx
0 0

og dernsest ved hjeelp af Maple og (25)

/2 2 2 272 1 ™/2
/ 3172c0‘wztdx=7T—ln2—z§(3):7T—ln2—z(ilr12——6 xscotxdz)
A 1 8 4 g\ 9 97 J,

Altsé er

2 /2 2 /2
—1n2+2/ :rlnsinxdz:—an—/ 2% cot z dx:
4 0 4 0

T2 14 [™/?
:3—7;1112—% | 22 cot z dx

og det er dermed bevist, at (26) og (27) stemmer overens.

6. Konklusion

Det er velkendt, at Fourierrsekker for 2P, —m < & < 7 kan bruges til at bestemme
eksakte veerdier for ¢(2p), p € N, fordi Fourierraekkerne er cosinus-raekker, se fx
[10]. Da Fourierrsekker for 2?*1, —71 < 2 < 7 er sinus-raekker, kan man ikke pa
samme made bestemme eksakte veerdier for ((2p + 1), p € N. I denne artikel er
vist hvorledes man kan arbejde videre med sinus-raekkerne ved at dividere med x
og derneest integrere fra nul til uendelig. Herved opnéas, at man far en konstant
multipliceret med summen af Fourierkoefficienterne, som s& kan udtrykkes ved
¢(2p+1), p € N. Der er pa denne made fundet nye raekker for {(3) og beslegtede
konstanter, som kan veere en ny angrebsvinkel til at finde sammenhaenge mellem
Apérys konstant ((3) og andre matematiske konstanter. Ved hjalp af de fundne
reekker er udledt integralformler, der kan sammenlignes med velkendte formler fra
litteraturen.
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