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Strangar i mansken II*

Gert Almkvist

Matematikcentrum
Box 118
SE-22100 Lund

Inledning.

I denna andra del studeras forst differentialekvationer av 4:e ordningen, dar maxi-
mal degeneration rader, dvs det finns 16sningar med log(z)-termer upp till log? ().
Ett villkor pa koefficienterna harleds, vilket ar ekvivalent med en vanlig formel for
Yukawakopplingen. Dérefter ges en del exempel av hégre ordning dar spegelavbild-
ningen har heltalskoefficienter. T ett Appendix ges en katalog éver de kiinda 4:e
ordningens differentialekvationer dér spegelavbildningen (och mérkligt nog &ven
Yukawakopplingen har heltaliga ng) har heltalskoefficienter. Exempel 9 &r nytt
men har oberoende ocksé upptéckts av Doran och Morgan i New York.

1. Allman teori for 4:e ordningens differentialekvationer.
Betrakta differentialekvationen

"

y"" + pa(x)y" + pa(x)y” + p1(2)y + po(x)y =0

med l6sningarna yo, y1, Y2, y3. Satt

p=91
Yo
Lat
Y1 Y2 Ys
Uy = —, Uy = —, Uz = —.
Yo Yo Yo

*Del I av denna artikkel trycktes i forra numret.
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Vi antar i fortsdttningen att f6ljande géller

ur = log(x) + s1,
Uy = % log®(z) + 51 log(x) + s,
uz = +log®(x) + $s1log?(x) + s2log(x) + s3.

dar

2
S1 =a1x +axx” + -,

82:b1$+b2$2+"',

83—61:E+CQ.’JL‘2+---.

Dessa koeflicienter ar inte oberoende av varandra. Man kan visa att foljande géller

CcC1 = —2[)1,
Cy = %a? — bg,
c3 = %(20,10,2 + ai1by — asb; — 2b3),

Cq = %(a% + 2a1b3 — 2b4 + 20,10,3 — 2a3b1),

Cy = %(agbg - 2b5 — 3a4b1 — a3b2 -+ 2&2&3 + 2&1@4 + 3&11)4).

Sats: Foljande ar ekvivalent

P (yz) ) exp(—%/pg(.r) i)

a 2 (22
(@) dt? \ yo 2( dt )3
Yo dx
(b) p1= %pzpa - %p% + py — %p:apé - %pg
Bevis: Satt
! Y2 Y3
Uy = —, U = —, uz = —.
Yo Yo Yo

D& ar wuq, us, ug losningar till

n "

" + qzu”" + gy + v’ =0
dar
/ /1 111
¢ =p1+ 2]?2% + 3p3y*0 + 4&’
Yo Yo Yo

! /1

Y Y
g2 = p2 + 3p3 =2 + 62,
Yo Yo

y/
g3 = ps +4°°.
Yo

almkvist.tex,v 1.12



Normat 2,/2003 Stréingar i mansken I1 69

Vi har
d (yg) dus o dx  uj
T\ ) = T T Y —
dt \yo dt t u)
ty
2 / " /i
t=u och & (@)_i(@)_(g_UQul)i_ w
- 2 - / - / 7\2 7 3
dt? \yo dt \u} wp (u))?/ (ﬂ)
dx
dar
! !
1o "1 Uy Uy
W=UjUy —UgUg = | 1 |-
1 U2
Vi hérleder en differentialekvation for w
! !
w = |t U2
ua// u/2// )
" " !/ ! " "
n__ |Up Ug Uy Ug | _ (U Ug
w =\ in| 1, nin mr| = |, m " 3w — qaw,
Uy U Uy Up uyp U
1" "
U u
" __ 1 2 AYA /
w =\ | (QBw) - (Q2w)
Uy Ug
" "
Uy  Ug " ’o / /
= —q3 |, m m| T QW — W’ — qsw — W — Guw
Uy U

= —q3(w" + @z’ + W) + qrw — gsw” — gz’ — W’ — gw.

Det foljer
w"” +row” +riw’ +row =0
dar
7o = ¢293 — @1 + o,
r= g+ G + g,

7"2:2(]3.
Vi visar att
- 1 ( 1/ ()d)
w=—exp|l—= [ ps(x)dzr
Y3 2

satisfierar differentialekvationen for w. Vi deriverar

~/

y/
Yo

/ 1/ ’1\2
@’ = (ipg — Lph 4 2ps P oY% 6(y°2) )a,
Yo Yo Yo
s _ (3,0 1. 13 ;1% Yo _ Y0
w" = | ip3p3 — 5P3 — gP3 +3(p5 — 5p3)— +3p3= — 2
Yo Yo Yo

/'y 9 o NG
—ops (£2)" 418250 94 () )w.
Yo Yo Yo
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Nu sédtter vi in detta i
w” + row” + riw’ + row = 0.

Som genom ett under forsvinner alla termer med yo och dess derivator och vi far
kvar

(3p2ps — £p3 + ph — 3psplhy — p1)w = 0.

S&4 w och w satisfierar samma differentialekvation. Vi utvecklar nira z = 0

1 3a; +0b 6ag + 4by + a?
_ 1 1, ba 2 L

w=—+
3 x? x
1
w:%+3a1+2b21+501
x x
N —4aiby + 6ag + 4cy + 8bg — 2a1cy — 2b3 — a? — Lbicyc}

xT

Anvander vi relationerna mellan koefficienterna ser vi att w och w overensstammer.

Foljdsats 1: Under forutsdttningarna i Satsen géller
() ()
di? \yo/ " dt? \yo /)’
Bevis: Pastaendet ar ekvivalent med

uy U

uy o ug
uf  uf

= Ui = urw.

Observera att vinsterledet &r ocksa (liksom w) en lésning till
w"” + row” + rw +row=20

om vi byter y2 mot y3. Vi maste alltsa visa att om w och uw ar 16sningar till denna
differentialekvation s& &r u 16sning till

u//// +q3u/// + q2u// +q1ul — 0
Vi far
" w+ 3u"w + 3u'w” + uw” + ro(uw + 2u'w’ + uw”)
+ 71 (v'w + uw’) + rouw = 0.

Det foljer

!/ 1" !/

u” + (3E + r2>u" + (Sw— + 27"2E + rl)u’ =0
w w w
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eller séig
u"” + sou” + 510’ = 0.
Derivera
" " / 1" !,
w4 sou" + (s + s1)u” + sju’ =0,
sou”" + Sgu” + s9s1u’ = 0.
Addera
" m 2 ! " / i
w4 2s9u"" + (85 4 s4 + s1)u” + (sgs1 + sp)u’ = 0.

Men

/ "
w w
$1 =711+ 2ro— +3—,
w w
’
w
82:7‘24»3*
w

och vi har formler for w’/w och w”/w. Sétter vi in detta finner vi (Maple) att u

satisfierar

" "
u

+ gqzu" + gou” + v’ = 0.

Anmairkning: Ur f6ljdsatsen far man
ldi(tyg ) - di(@)
2dt3\yo  yo/  dt* \yo
Vinsterledet brukar anvindas som definition av Yukawakopplingen.

Foljdsats 2: Differentialekvationen

(94fx(a94+2a93+b02+(b7a)0+c))y:0, 9:33%,
uppfyller villkoret i Satsen. Vidare géller att Yukawakopplingen &r
we L (@) _ 1
dt* \yo (1 — az)y? (mg—;)g
Bevis: Man visar latt att differentialekvationen blir
. xle_—gz;i) v : ;Jfa—ma_x)bx v 1 ;3?fx—;a:2)bx v- 23(1 C— azx) y=0

Med hjélp av Maple kontrollerar man villkoret i Satsen. Vidare blir

%/P:&(m) dx = / % dz = 3log(z) + log(1 — ax)

almkvist.tex,v 1.12



68 Stringar i mansken II Normat 2/2003

och

exp(—%/m(m)dz) = m.

Négot mera allmént betraktar vi
(04 — ax(94 +5160% + 590 + 5360 + c))y =0.
Villkoret i Satsen &r uppfyllt om och endast om

8? — 45159 +8s3 =0,
45159 — 657 + 451 + 859 — 1653 = 0,
451 — 882 + 883 =0.

Eliminerar man s, och s3 far man
3 2
57— s1+8s1 =0
med 16sningarna
(a) 81 =82 =153 =0;

(b) s1 = 2 ger s3 = s2 — 1 vilket &r precis fallet med a,b,c som ger de 14
I6sningarna i katalogen;

(¢c) s1 =4, s9 =6, s3 =4, dvs
(64fax((0+1)4+cfl))y:0.

Vi indikerar att fall (c) inte kan ge nigra heltalslosningar. Betrakta

#(g) = > h(n)g".

Berdkna t.ex. h(14) for ¢ = 0,1,2,...,12 och faktorisera. Vi finner att ndmnaren
alltid innehaller minst en faktor 13. Det foljer att a &dr delbart med 13. P4 samma
sétt inses att andra primtal méaste dela a.

Inspirerade av Lian—Yaus konstruktion for 3:e ordningens differentialekvationer
betraktar vi differentialoperatorn

0* = Nalf;(0)  dir f5(0) =0+ + ;.
j=1

Vi tar m = 2 och finner att en 16sning till

p1 = ipaps — £p3 + ph — Spapl — 1l
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ges av

0" — Mz (0" +260° + a16° + (a1 — 1)0 + by)
— )\21‘2 (04 —+ 495 + a292 =+ (2(12 — 8)9 —+ bg)

(dér finns fler 16sningar). Jag har gjort ett par {6rsok att hitta heltalslosningar utan
att lyckas (se tillagget i slutet av artikeln dar m = 5).

2. Hogre ordningens differentialekvationer.

Man observerar att for alla 14 fallen i Calabi—Yaukatalogen &r yo av formen

< (an)ln)l-
yOZZ x
= (en)l(dn)! - (n))F
dér
a+b4e=ctdt-+k

Man kan fraga sig om man kan fa heltalskoefficienter i spegelavbildningen x(g) i
fler fall dir vi har en hogre ordnings differentialekvation. Det &r oklart (Atminstone
for mig) hur man skall definiera Yukawakopplingen i dessa fall. Forst finner vi
16sningen ;. Definiera

Dé far vi y1 = yo log(x) + u dér

i ) (n')k (aH(an) +bH(n) + --- — cH(cn)
n=1
—dH(dn) — -+ — kH(n))z"
Nu far vi

U
q==x exp(—)
Yo

och har ¢ heltalskoefficienter s har inversa funktionen z = x(q) det ocksa. Vi infor
beteckningen
a7 l)7 ..
(a)

for yo ovan.
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Exempel 5: Foljande ger heltal (experimentellt. . . )

0
(b) (cfld) om a>3cochd< [?ﬂ :

(c) (Z:S) om a > 2cochb>2c— [g] ochd<c+ [g} .

Exempel 6: Betrakta fallet
10
53)
Har far vi

> (10n)! 2
N U0 50404 4 2327926022 4 - -
W=D EanGEmEEs = L0 v

n=0

och
Y1 = yo log(z) + 52280 x 4+ 2556657 164 224

Vi far differentialekvationen av 5:e ordningen
5
(0 —=3)(0—3) — @+ 5) 0+ 1) 0+ 1) 0+ 5) (0 + 1)
med ytterligare 16sningar

52360 18235676 966
y3 = yo log®(z) + 2log(x) (52280 = + - --) + x + 2 -

3 5 -
y4:xl/3(1+% )7
y5:xz/3(1+% )
Vi far

g= exp(@) — o + 5228022 + 3659765164 2° + 293959429567160 2% + - --
Yo

och
z =q—52280¢% + 1806631636 ¢> — 517548774560 ¢* — - - - .

Exempel 7: Vi ger ett exempel till, som leder till en 6:e ordningens differentialekva-

tion
14
7,2,2,2)°
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Vi har alltsa

och

- > (14n)! _ B n) — H(n))z"
y1_yolog(:c)+;—(7n)!((2n)!)3n!(14H(14n) TH(7n) — 6H (2n) — H(n))

med

x=x(q) = q — 37560768 ¢* — 107216579834 784 ¢°
— 251581983382544966464 ¢* — - - - .

Differentialekvationen blir
010 —3)" =2 147(0+ ) (0+ Z) (0 + &) (0+ %) (0+ 1) (0 + 12).

Genom att anvinda ett kriterium av Dwork [6], gor vi {6ljande

Foérmodan: x(q) har heltals koefficienter om och endast om
yo(z)u(@?) — pyo(a”)u(r) = 0 mod p
for alla primtal p. Har betyder

=0 mod p

SalES!

att p| a och ptb.
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Appendix.

Katalog 6ver kidnda differentialekvationer av formen

(94 — 2(ab* + 2a0° +b6% 4 (b — a)h + o)y =0

dér a, b, ¢ dr heltal och dér spegelavbildningen och Yukawakopplingen har heltalsko-
efficienter. Referenser ges utom i exempel 9, som jag inte har lyckats finna i littera-
turen. Ett e-mail fran C. Doran och J. Morgan (12.2.03) visar att de ocksé funnit
denna ekvation men &nnu inte vet om den kommer fran en Calabi-Yau-mangfald.
De bekriiftar att det inte finns mer #n 14 fall, med "Hodgeindex h! = 17.
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1. a=3125b=4375, c = 120:

0 =520+ 1O+ 2)(0+2)(0+2)
z=q—T70¢%> + 171525 ¢ — 81623000 ¢* — 35423171250¢° — - - -
ny =287  ng = 63441275

no = 121850
o (on)!
Yo = Z 5%
— (n!)

5 5 5 5. 5
To+a]+as+axs+a;=0

Klemm-Theisen hep-th/9205041.

2. a = 800000, b =1040000, c = 15120:

g* — 800000 (0 + )0+ )0+ L) (0 + %)
x=q— 179520¢° + 6827618400 ¢° — 1265272725248000 ¢*
—233438874774349890000¢° — - --
ny = 231200 ng = 1700894366 474400

ny = 12215785600

oo

B (10n)!
=2 (5n)!(2n)!(n!)3 *

n
2., .5 10, .10 , 10
i +a]+xy +a5 a5 =0

Klemm-Theisen hep-th/9205041, Morrison hep-th/9111025.

3. a=256,b=2384, c = 16:

0* — 256 (0 + £)*
r=q—64¢>+1120¢> —38912¢* — 1536464 ¢° — - - -
ny = 32 ns = 1606496
no =608  ns= 122373984

n3 = 26016
%) m 4
Yo = Z ( ) x"
n=0 n
Vo222

Libgober—Teitelbaum [15].
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4. a=729,b=1053, c = 36:

0* —350(0 + 3)(0 + 3)?
x=q—180¢* +8910¢> — 948840 ¢* — 106787835¢° — - - -

ny = 117 ng = 126605376
ng = H868 ns = 27754210287
ny = 713814
> <3n>!>2 n
Yo = x
> (e
Vas

Litgober—Teitelbaum [15].

5. a=432, b= 636, c = 24:

0 — 4322(0 + $)%(0 + 5)*
z=q—108¢>+3294¢> — 198000 ¢* — 12287187¢° — - -

ny = 60 ng = 14016600
ne = 1869 ns = 1806410976
ng = 134292

oS} 2

2n\“(3n)!
Yo = 3T
> () e
Va3

Litgober—Teitelbaum [15].

6. a=1024,b=1472, c = 48:

0* —2%(0 + 1)2(0+ 1)(0 + 2)
r=q—256¢%+19296 ¢> — 2836480 ¢* — 378262992¢° — - - -

ny = 160 ng = 485487816
no = 11536 ns = 14865410272
ng = 1956896
> /2n) (4n)!
w=3 () e
n=0
Vau

Libgober—Teitelbaum [15].

almkvist.tex,v 1.12



Normat 2,/2003 Stréingar i mansken I1 79

7. a=65536, b= 88064, c =1680:

o* — 2020+ DO+ )0+ )0+ L)
r=q—15808¢% + 71416416 ¢> — 781471946752 ¢*

— 7530783115074000¢° — - - -
ny = 14752 ng = 11596528 012396 656
ng = 64417456 ny = 233938237312624658400

nz = 711860273440

o0

8n)! n
=2 (475)!(711)4 v

n=0

dag +af + a5+ a2 +a28=0

Klemm-Theisen hep-th/9205041.

8. a=11664, b= 15876, c = 360:

0+ —116642(0+ 1) (O +2)(0+ )0+ 2)
x=q—2772¢* +1980126 ¢°> — 4010268048 ¢* — 8360302475475¢° — - - -
ny = 2628 n4 = 11533584001896
ng = 2009484 ns = 41531678111 043360
ns = 3966805740

o0

6n)
=2 (27§>!78u>4 !

n=0

203 + 28 + a5 +af+ 2§ =0

Klemm-Theisen hep-th/9205041.

9. a=2985984, b = 3939840, ¢ = 55440:

0* — 12620+ 5) 0+ )0+ 5)(0+ 12
x =q— 732096 ¢®> + 170505085536 ¢> — 83145856 878680064 ¢*
— 27817433158336224803280¢° — - - -
n, = 678816 ns = 69080128815414 048
ng = 137685060720 ny = 51172489466251 340674608
> /2n 12n)!
Yo = Z (n> (6n)'((4n))'(n')2 "

n=0
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10. a=4096, b = 5632, c = 144:

94 — 21293(9—1- %)2(9+ %)2
z =q—960¢? + 213600 ¢> — 160471040 ¢* — 136981068240 ¢° — - - -
ny = 928 ng = 174999877936
no = 245616 ns = 221984814405088
ns = 170869536

n=0

Klemm-Theisen hep-th/9304034.

11. a=1728, b= 2436, c = 72:

0* — 12220+ H(O+3)(0+ )0+ 2)
xr=q—420¢* + 47070 ¢> — 12722000 ¢* — 36472050754 — - - -
ny = 324ny = 4580482284
ng = 37260n5 = 2405245303584
ns = 10792428

> (3n)!(4n)!
w=2 EQZ))!ETLT!L))5 ‘

n=0

Klemm-Theisen hep-th/9304034.

12. a=27648, b =36672, c = 720:

6 = 2193%(0 + )0+ (0 + )0+ 3)
r=q—6144¢% + 6866784 ¢> — 48364795904 ¢* — 347475565045200¢° — - - -
ny = 7776 ng = 475338414733416
ny = 13952088 ns = 4184555647 748620320
ns = 66942277344

w=3 (o) ot ™"

n=0

Klemm-Theisen hep-th/9304034.
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13. a = 186624, b = 238464, c = 3600:

0* —283%2(0 + £)%(0 + 2)?
x = q — 37440 ¢® + 84900960 ¢> — 15150231951 360 ¢*

— 968512019592810960 q5 —
ny = 67104 ny = 1431885139218997920
ny = 847288224 ns = 88985016340513 371957600
ng = 28583248229 280
RS WA G0 N
o= nz:% ((3n)!(2n)!n! ¢

Klemm-Theisen hep-th/9304034.
14. a=6912, b = 9600, c = 240:

0* — 28332(0 4+ 5)%(0 + )0 + 2)
x=q—1728¢% + 933984 ¢° — 967108608 ¢* — 7446508999204 — - - -
ny = 1248 ny = 1149904141056
ny = 597192 ns = 2394928461766 560
ns = 683015008
o~ (2n (6n)! n
=2 (n) EDICHER

n=0

Klemm-Theisen hep-th/9304034

Tillagt i korrekturet

Det finns atminstone ytterligare 14 differentialekvationer av ordning 4, som ger
heltaliga spegelavbildningar och ny. Se V.V. Batyrer, V. van Straten, "Generalized
hypergeometric functions and rational curves on Calabi—Yau complete intersections
in toric varieties”, Commun. Math. Phys. 168, 493-533 (1995) (kan &ven finns pa
nétet alg-geom/9307010, men dir finns tryckfel i 5 av differentialekvationerna) och
V.V. Batyrev, 1. Ciocau-Fontaine, B. Kim, D. van Straten, "Conifold transitions
and mirror symmetry for Calabi-Yau complete intersections in Grassmannians”,
alg-geom/9710022.

Dessa differentialekvationer dr ganska komplicerade och vi ndjer oss med att
visa ett typiskt exempel.

Lat ’ .
Yo = Z anpx” dar a, = Z (n) .
n=0

=0 M
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Sa

Yo = 14 22 4 3422 + 4882 + 9826 * + 206252 2°
+ 4734304 2° + 113245568 27 + - - -

Forst finner man en differentialekvation, som a,, satisfierar. Man ansétter

Py(n)an + Pi(n+ 1)ant1 + Po(n + 2)anta
+ P3(n+ 3)ants + Pa(n+4)anta + aanys =0

dér Py, Py, Py, Ps, Py dr 4.-gradspolynom med okénda koefficienter. Man riknar ut
ett 30-tal viarden pa a,,. Detta ger 5-5+1 = 26 obekanta och 16ser ekvationssystemet.
Differensekvationen ovan &r ekvivalent med differentialekvationen

(2°Po(0) + z* P1(0) + 2° P2(0) + 2* P3(0) + xP4(0) 4+ a6*)y = 0 dir =2—.
Resultatet blir

{490* — 7z (14 + 910 + 2346* + 2866° + 1556*)
— 22(15736 + 660940 + 1022616% + 680446% + 161056*)
+ 823(476 + 37590 4+ 907167 + 85896° + 26250*)
— 16 2*(184 + 8066 + 143962 4 12666° + 4650*)
+5122°(0+ 1)}y =0

eller

4 (322 — 1) (2 — 112 — 1)(4z — 7)%y""
+ 22° (4w — 7)(640 2* — 69922 + 12103 22 + 596 © — 21)y"”’
+ 2%(128002° — 135872 2% + 425704 2 — 419128 22 — 15239 2 + 343)y”
+ (7680 2° — 63616 2t + 19235223 — 252504 2% — 53622 4 49)y’
+22(256 21 — 14722° + 1904 2% — 7868z — 49)y = 0.

Vi later Maple 16sa differentialekvationen och far

175 2_1_4280 3 354205 , 3838131 5

ylzyologx+5ac—|—7:c 3 x o = 6
44786261 4 7602987064
3 C T T

Vi avstar fran att ange yo och ys. Vi far

Y1

7) =z +522+902> +15102* +317452° + 697971 2% + - -+
Yo

q= exp(
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och
r=1x-5¢—40¢% + 115¢* — 645¢° — 12846 ¢° — 1773504 — - - - .

For att berdkna Yukawakopplingen behover vi

exp(—/ Pi(@) dx) = o =7
2po(x) 23(1=32z)(1+ 112 — 2?)
dér vi har differentialekvationen
po(@)y"" +pr(x)y” + - =0.
Vi far

K=7+10g4530¢% 4+ 7975¢> + 196690 ¢* + 3714385 ¢° + 81465335¢° + - - -

och
ny =10 ne = 377115
ng = 65 ny = 4862130
ns = 295 ng = 69723305
ng = 3065 ng = 1031662155
ns = 29715 nip = 16072078 750.

Om man multiplicerar ngy med 10 sa formodas 10n4 rékna antal rationella kurvor
av grad d pa en “generisk fullstdndig skdrning av 5 generiska hyperytor av grad
(1,1) i P* x P*”. T.ex. finns det 10 - 10 = 100 linjer (detta &r bevisat!).
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