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1 Inledning

I denna uppsats skall vi diskutera f6ljande anmérkningsvirda olikhet:

(1) a1+ varas + -+ Yarazar < elay +az + ),
dar aq, as, ... ar positiva tal och Zfil a; ar konvergent. Denna olikhet presentera-

des 1922 i [8] av den svenske matematikern Torsten Carleman (1892-1942) och den
har fatt namnet Carlemans olikhet. Carleman upptéckte sin olikhet i samband med
sitt viktiga arbete om kvasianalytiska funktioner och han férstod knappast da att

denna upptéakt skulle bli foremal for sa stort intresse. Den kontinuerliga varianten
av (1) lyder

2) ]Oexp(i ] In £ (1) dt) dz < 67 () da
0

0 0

dér f(t) > 0 och den gar ibland under namnet Knopps olikhet (se [31]). Men véra
understkningar tyder pa att det snarare var G. Poélya som forst upptéckte denna
olikhet (se Anm. 3), s& vi foredrar att kalla den Pdlya—Knopps olikhet.

I avsnitt 2 av denna uppsats presenterar vi ett antal bevis av (1). I avsnitt 3 bevisar

vi att (2) implicerar (1) och presenterar nagra bevis av (2) (och darmed ytterligare
bevis av (1)).
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I avsnitt 4 ger vi exempel pa nagra nyligen presenterade skirpningar och ge-
neraliseringar av (1) och (2) och relaterade fragor. Ett antal historiska och andra
anmarkningar finns dven inkluderade och i slutet av uppsatsen skriver vi ned nagra
fakta om Torsten Carleman, som vi funnit genom att studera skrifterna [60] och
[32] och som delvis kompletterar uppgifterna i Professor Lars Gardings utmérkta
beskrivning i [19] (se Anm 26-27).

2 Ni&gra bevis av (1)

Bevis 1: (Skiss av Carlemans ursprungliga bevis)
Carleman noterade forst att problemet kan 16sas genom att bestdmma maximum
av uttrycket

k
Z(a1a2 ceap)t
i=1
under bivillkoret
k
Zai =1.
i=1

Han gjorde sedan substitutionen a; = e~ *¢ och fick det rdknetekniskt enklare pro-
blemet:

Bestam fér n = 1,2, ... maximum M}, av
k
G = Ze*(11+mz+--*+wi)/i
i=1

under bivillkoret
k

H:Ze_wi =1.

i=1

Detta problem kan 16sas med Lagranges multiplikatormetod d.v.s vi skall minimera
funktionen

F =G+ \H,

(X dr en parameter, den s.k. multiplikatorn). Tyvérr leder detta till relativt tekniska
riakningar som givetvis den skicklige Carleman genomforde pa ett elegant sétt. Vi
uteldmnar dock dessa rdkningar hir och hénvisar bara till Carlemans uppsats [8]
dér alla detaljer finns redovisade. Resultatet blir att My < e for alla k € Z.
Carleman visade sedan separat att olikheten &r strikt ndr summan i hégra ledet
konvergerar.

Anm 1: Carleman visade i samma uppsats [8] att olikheten (1) inte géller i allmén-
het fér nagon konstant C' < e, dvs att konstanten e &r skarp.

Bevis 2: (via Hardys olikhet)
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Den diskreta varianten av Hardys olikhet lyder (se [21], [23])

(3) i(;iai)p< (Zﬂ)pgag, p>1.

k=1 i=1

/

Inz

Erséatt a; med ai P och notera att med hjilp av "tricket” z = e™® och derivatans

definition s& géller

<;;/)p<[m;/m;}/;>
= exp([D (lniaf)] x=o> (nir p — 00)

Il
@
k)
ko)
Bl
]~
=3
£
I
~
| zw
&
~_
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~
ol

och vi ser att (3) medfor den icke-strikta olikheten (1) eftersom (p/(p —1))" — e
nir p — oo. Observera att denna metod inte automatiskt bevisar att vi har strikt
olikhet i (2) utan detta far visas separat (se t.ex. vara senare bevis).

Anm 2: G.H. Hardy formulerade sin olikhet (3) 1920 i [20] och bevisade den 1925
i [21] men Carleman kiinde nog inte till olikheten (3) vid detta tillfdlle eftersom
han inte refererar till det enkla samband som rader enligt beviset ovan. Detta ar
mojligen en aning anméarkningsvéirt eftersom Carleman faktiskt samarbetade aktivt
med Hardy ungefar samtidigt, se t.ex. deras gemensamma uppsats [9].

Anm 3: Det ovanstaende innebédr att (1) kan betraktas som en gransolikhet till
skalan (3) av Hardyska olikheter. Detta observerades redan 1925 av G.H. Hardy
i uppsatsen [21], sid 156, men han papekade samtidigt att det var G. Polya som
redan tidigare gjorde honom uppmérksam péa detta intressanta faktum.

Vi skall nu presentera ett bevis som bygger pa olikheten mellan aritmetiskt och
geometriskt medelvirde (AG-olikheten).

Bevis 3: P& grund av AG-olikheten géller for varje ¢ = 1,2,..., varje k och alla
c; > 0 att

o ({1 () i) < () e

1

Vi véljer nu ¢; = (1 + z) /i1 i =1,2,... k. Speciellt giller d& att

. ()" <o

1
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och (4) och (5) ger att

o0 o0
alaz...ak_

?T‘
o
N
S
SN
|
o
BN
&
=
—~
N
_"_ =
[y
~—

k=1 k=1 z:l i=1 k=i
pr—y E hatd Z (1 + 7) S e Z ai.
=1 1=1 ¢ =1

Den strikta olikheten géller eftersom vi inte samtidigt kan ha likhet i alla termvisa
olikheterna. Detta kan ske endast om cja; = ¢ for nagon konstant ¢ > 0 dvs

a; = c(i/(l + i))z/i, i = 1,2,..., men detta kan ej gélla eftersom > .° a; &r
konvergent (notera att ((1+ z)/z)l —edidi— 00).
Anm 4: Detta bevis presenterades av G. Polya (se [48], sid. 249) men vi har hér

snarare foljt den framstéllning som finns péa sid. 24 i Professor Lars Hormanders
bok [26].

Anm 5: Vi noterar att Bevis 3 visar att for dndliga summor sa géller Carlemans
olikhet (1) &ven for nagon strikt mindre konstant &n e. Mer precist sa géller, for

N=12...,
N
kalag Z( )

k=1

Mz

k

Il
i

Bland annat av historiska skél skall vi presentera féljande variant av Bevis 3:

Bevis 4: Viviljer ¢; =i ,i=1,2,...k,1i (4) och far

k 3 Lk
(6) (H ai) S (k')_l/k%Zml
i=1
Dessutom géller att

0 ) ) <

och genom att utnyttja denna olikhet och (6) s& far vi

') [e%S) k [e%s) k
5 s S S <
=1 k= =1 k=1 =1
) ' o0 1 )
:ezzazgik(k_’_l):e;al

Den strikta olikheten kan konstateras pa liknande sitt som i Bevis 3 (likhet kréver
att ay = ¢/k men detta motséger att Y .- ; aj ar konvergent).

Anm 6: T uppsatsen [22], sid. 77 redovisade G.H. Hardy vésentligen detta bevis
men han papekade samtidigt att det var G. Knopp som presenterade beviset for
honom.
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Bevis 5: (L. Carlesons bevis)

Vi noterar forst att vi kan antaga att a, > ay > --- (summan i vinstra ledet
av (1) blir uppenbarligen storst om f6ljden {a;} omordnas i icke-vixande ordning
medan summan i hogra ledet blir densamma {or varje omordning). Lat m(z) vara
en polygon genom punkterna (0,0) och (k, Zlf log(1/a;)), k=1,2,... Funktionen
m(x) ar uppenbarligen konvex och déarfor géller for varje r > 1 att

m(rz) — m(zx)

> m/(x).
re —x _m(x)

(8)
Dessutom giller att
(9) (@) =log(1/ax), @€ (k—1k),

och eftersom m &r konvex s& géller att m(z) < (z/k)m(k) + (1 — (z/k))m(0) for
x < k, och eftersom dessutom m(0) = 0 s& &r

m(z) _ m(z) —m(0) _ m(k) —m(0)

T T k

k
Zlog(l/ai) for alla = < k.
i=1

(10)

IN

Vi gor en variabelsubstitution samt utnyttjar Holders olikhet och (8) och far for
varje A >0 ochr >1

rA A

A
/e—m(m)/r dr < /e—m(x)/t dr = /e—m(rm)/rzrdx
0

0

< 6_(m(x)+(m—3f)m/($))/mr dx

e—m(:c)/mc—((r—l)/r)m'(:c),r dx

Tt~ Tt~ °

1 A (r—1)

A
< (/ e~ M)/ ). dx) </ e‘m/(m)rdm>
0 0

A A
/e_m(x)/x de < p/r=1) /e_m/(x) dx.
0 0

sa att

Vi later A — oo, — 14 och noterar att da /("1 — e sa att

(11) /e_m(m)/z dr < e/e_m,(a”) dzx.
0 0
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Vi utnyttjar nu (9) och (10) och far

0 o0 k o0
/e @) gy =3 / e @ dy = 3 e lor1/en) = 3 g
o k=17, k=1 k=1
resp.
k
o~ (/R Sk tog(1/ar) < / om(@)/z gy
k—1
s& att

0o k 1/k oo 00 k o0
Z(H ai) =3 e O T es1/e) < 3 / @)/ gy — / .
k 0

k=1 Ni=1 k=1 =17,

Den icke-strikta olikheten (1) foljer genom att utnyttja dessa uppskattningar och
(11). Den strikta olikheten foljer genom att konstatera att vi inte kan ha likhet i
(10) samtidigt for alla = och k.

Anm 7: Detta ér L. Carlesons bevis (se [10]) och i sjdlva verket har han ju bevisat att
den allménnare olikheten (11) géller for varje styckvis deriverbar konvex funktion
m(z) pa [0, 0] sddan att m(0) = 0. Carleson formulerade for Gvrigt sin olikhet pa
foljande nagot allménnare form:

(o) o0
(12) /xpefm(m)/x dx < Pt /xpefm/(m) dz, p>—1.
0 0

Bevis 6: (via Redheffers olikhet)
R.M. Redheffer bevisade 1967 f6ljande intressanta olikhet (se [49] och dven [50]):

(13) nGn + Z k(bk - 1)Gk S Z akb’,:

k=1 k=1

giller for alla n = 1,2, ... och alla positiva foljder {b}; dir Gy, = (Hle ai)l/k. Vi
ser speciellt att om

a) by =1,k=1,2,...sa giller G, <n '>}_, ap = A,, dvs AG-olikheten,

b) by =14 1/k,k=1,2,...s& géller nG,, + > oy G <> 1, (14 1/k)*ay,
vilket speciellt implicerar att den icke-strikta olikheten (1) foljer d& n — oo. Den

strikta olikheten kan konstateras genom att utnyttja argumenten i féljande bevis
v (13): Vi anvéinder den enkla olikheten

(14) l+a(z—1)<z% z>0,a>1,
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som t.ex. fis genom att ersitta y med x—1 i den vilkdnda olikheten 1+ay < (14y)®.
Vi anvénder nu (14) med a = k och z = (Gi/Gr_1)bi, (k > 2) och far

e k(b—1) < (G = gk

vilket kan skrivas som

(15) Gr_1 + k(Grby — Gr_1) < axb}.

Vi kan nu bevisa (13) med enkel induktion. Vi observerar forst att G; = a; sa att
G+ (b — 1)G1 = aqby,

dvs (13) géller for n = 1. Antag att olikheten (13) géller for n = N € Z,. Vi
utnyttjar nu detta induktionsantagande och (15) med kK = N + 1 och far

N+1
(N+1)Gni1+ Y k(be — 1)Gy
k=1

N
= (N +1)by1Gnsr + k(b — 1)Gy
k=1

N
NGy + Y k(by — 1)Gr + (N + 1)by11Gny1 — NGy
k=1

N N+1
k N+1 k
< E akbk + aN+1bN+1 = E akbk
k=1 k=1

dvs (13) géller &ven f6r n = N + 1 och enligt induktionsaxiomet géller dérfor (13)
for varje n € Z.

Anm 8: Beviset ovan leder uppenbarligen till ett skarpare resultat. Faktum &r att
detta sétt att bevisa olikheter bygger pa en allmén princip som ibland kallas for
Redheffers rekursionsprincip (se [47]). Denna princip kan &ven anvéndas for att
férbattra flera andra klassiska olikheter.

Lat ™ = {a1,az,...,a,} vara en positiv talfoljd (n = 1,2,...). Vi definierar
potensmedelvirdena M, , av a™ pa foljande sitt

Notera att A, = My, , G, = My, och H,, = M_;, helt enkelt &r de vanliga
aritmetiska, geometriska och harmoniska medelvirdena. Vi studerar dven f6ljden
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av potensmedelvardena:
MP" = (M'r',h Mr,27 BN Mr,n)~

Ar 1996 visade B. Mond och J. Pecarié (se [39]) foljande intressanta olikhet (mellan
itererade potensmedelvéirden):

(16) Mn(M™™) < My, (M*),
for varje r < s. Vi har likhet om och endast om a; = - -+ = a,,. Beviset i [39] ar s&
komplicerat att vi inte redovisar det hér. Vi &r dock 6vertygade om att det finns
ett mer elementért bevis och stéller som ett éppet problem till ldsaren att finna
ett sddant bevis. Vart nista bevis bygger pd Mond—Pecariés resultat.
Bevis 7: Vi anvinder (16) med s = 1 och r = 0 och far

1 n n 1 k %
" o= (IGxm)"

Genom att anvinda denna olikhet och det sjilvklara faktum att

k
Zaiﬁiai,kén,
=1 =1

s& far vi att

3

- n
(18) Gr < 5 ay.

Vi anvinder dven var tidigare uppskattning (7) med & =n — 1 och far

n nn—l

= ——F < e"_l d.v.s.

' (n—1)! Vil

1-1/n

<e

Genom att kombinera denna olikhet med (17) far vi

a S (1) <

Den icke-strikta olikheten (1) foljer d& vi later n — oo. Att olikheten faktiskt &r
strikt foljer ur det faktum att likhet i (18) endast kan intréffa da alla a; ar lika
men detta kan inte gilla under var forutséttning att Y .- ; ay dr konvergent.

Anm 9: Mer information om hur (16) kan anvindas for att bevisa och férbéttra
olikheter kan man ldsa om i de relativt nya uppsatserna [11] och [12].
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Anm 10: Vi noterar att om vi i beviset ovan kombinerar (17) med f6ljande variant
av AG-olikheten

n 1
<H}1€Za’> :( )n (al(a1+a2)"'(a1+a2—|—"'—|—an))l/n

k=1 =1

< (1)711 nay + (n—1lag +---+an

n! n

sa far vi foljande strikta forbattring av (19):

(20) i(ﬁm)k<el_1/”Z(1—k;1)ak.
k=1 Ni=1

k=1

3 Polya—Knopps olikhet (2)

Vi borjar med att bevisa att (2) implicerar (1). Som tidigare konstaterar vi att det
ricker att visa (1) da {ax}3° &r en avtagande {6ljd. Applicera (2) med funktionen
fl@y=ar,xz€k—1,k), k=1,2,.... Da blir

(21) /f dx = Zak
0

o Jooft frsoalic-$: [ oof? frsoa)e

k=0

Vidare giller

(23) jexp( /Tlnf() )dxal
0 0

och, for k=1,2,...,

k+1 k+1 k+1 |k
(H az) = / exp(l€+1 Zlnm)dx
f =

=1
k+1 1 k i k+1 T
< /eXp<lenai+x$ lnak+1)dx: /exp( /lnf() )
k i=1 k 0
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Den helt avgorande olikheten i (24) beror pa det faktum att integranden &r ett vik-
tat aritmetiskt medelvirde av talen Ina;, ¢ = 1,2,...,k+1, med vikter 1/z,...,1/x
(k st) och (z — k)/k. Har & k < 2 < k + 1 och eftersom talféljden ar avtagande
blir medelvirdet minst for @ = k + 1 dvs nér alla vikter = 1/(k + 1). (1) foljer nu
genom att kombinera (21) — (24).

Vi skall nu presentera nagra enkla bevis av (2) (och ddrmed ytterligare bevis av

(1))-
Bevis 8: Vi noterar att funktionen m(x) = — ["In f*(t)dt uppfyller forutsitt-

ningarna for att fa anvinda Carlesons olikhet (12) (hér dr f*(¢) den avtagande
omordningen av funktionen f). Déarfor giller enligt (12) att

(25) /x” exp(i/lnf*(t)dt) dr < ePt! /xpf*(x)dm,

0 0 0

for varje p > —1. Carlesons argument visar att vi i sjélva verket har strikt olikhet
i (25) och speciellt for p = 0 far vi darfor Polya—Knopps olikhet (2).

Anm 11: Carleson noterade inte detta faktum explicit i sin uppsats [10] eftersom
han uppenbarligen framst var intresserad av att ge ett elementért bevis av olikheten

(1).

Vi skall nu presentera tva andra bevis av (2) och darmed av (1) vilka liksom Car-
lesons bevis bara utnyttjar ett konvexitetsargument.

Bevis 9: Vi noterar att

x x x

1 1 1
(26) exp< In f(t) dt) = exp( Intf(t)dt — — 1ntdt>
:exp<i/lntf(t)dt> exp(—i/lntdt).

0 0

Dessutom géller att

xT
=—Inzx+1
T T 0

(27) 1/zlntdt1[tlntt}
0

och tack vare Jensens olikhet (eller AG-olikheten)

(28) exp (i/lntf(t)dt) < %/tf(t)dt.

0
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Vi integrerar, utnyttjar (26) — (28), kastar om integrationsordningen och far

T 1 i r na+1
/exp(x/lnf(t)dt>dx§0/ - +x<0/ tf(t)d )

267;</tf()dt>d$—e/tf /d$—6/00f

Den strikta olikheten foljer eftersom likhet i Jensens olikhet kréver att ¢f(t) &r
konstant (néistan Overallt) men detta kan ej intriffa eftersom vi forutsitter att
Jo° f(@)dx &r konvergent.

Anm 12: Beviset ovan ér i viss mén relaterat till Knopps idé (se [33], sid 211).
Knopp arbetade dock med intervallet [1, z] istéllet f6r [0, z] och dérfér kan Jensens
olikhet ej anvindas. Dessutom skrev aldrig Knopp explicit ut olikheten (2) &dven
om det ofta refereras som om detta géllde, se t.ex. [23] sid. 250 och [38] sid. 143.  “som om detta

gallde” var

. . . . . . . . 2,
Anm 13: Genom att modifiera beviset kan vi liitt bevisa fiven viktade versioner ay  Som att detta

aller”
(2), t.ex. foljande sater
/exp ( /lnf(t) dt) P dr < —— /f(x)xp dx
T 1—p
0 0 0
for varje p < 1 som ju dr mer allmén &n (2). JAmfor &ven med (25).
Bevis 10: Vi noterar forst att om vi ersétter f(¢) med f(¢)/t i (2) s& blir vénstra
ledet i (2) lika med
/exp </1nf(t)dt/1ntdt> e/exp< /lnf() ) <
x x
0 0 0 0
eftersom Omskrevet.

x

1 1 ©

——/lntdt:—f[tlnt—t} =—Inx+1,

T T 0
0

och (2) kan skrivas pa (den enligt var mening mer naturliga) formen

(29) 7exp<i jlnf dt)f < 7f
0

0 0
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For att bevisa (29) utnyttjar vi det faktum att funktionen f(u) = e* &r konvex
och Jensens olikhet :

Zexp(i Zlnf(t) dt> df < 073512 (Z f(t) dt) dx

oo

= 7f(t) (/ % dz) dt = 7f(t) %
0 t 0

Den strikta olikheten foljer pa samma sétt som i Bevis 8.

Anm 14: Det finns stora likheter mellan Bevis 3 av Carlemans olikhet och Bevis
10 av Pélya—Knopps olikhet. Efter omkastning av summations- resp. integrations-
ordning i de avslutande rdkningarna, sa far vi

o

271 —1 res /idaj—1
kk+1) i P ) 2% T

)
k=i +

vilket blir helt avgorande for bevisen. Notera dven att (29) inte foljer ur Carlesons
olikhet (12) eftersom p = —1 (jamfor &ven med Anm 13).

4 Nigra nya skarpningar och generaliseringar

Vi har redan tidigare gett exempel pa skirpningar av Carlemans olikhet fér &ndliga
summor (se t.ex Anm 5, (13), (19) och (20)). I detta avsnitt skall vi ge exempel
pa nagra nyare skirpningar och generaliseringar av Carlemans och Polya—Knopps
olikheter. Vi borjar med att notera foljande:

Anm 15: Bevis 9 ar givetvis likartat med Bevis 10 men det innehéaller den viktiga
informationen att (1) kan skrivas pa formen (29) med bésta konstant 1. Denna
observation och genom att modifiera beviset visar att i sjélva verket foljande mer
allménna Sats géller:

Sats 1: Lat 0 < b < co. Lat ¢ vara en positiv och strikt monoton konvex funktion
pa (a,c),—oo < a < ¢ < co. Da giller

b T b
(30) / ¢<1 JEC dt) T ot (-5) T

for varje reell funktion pé (0,b) sddan att a < f(z) < c.
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Bevis 11: Vi utnyttjar Jensens olikhet, kastar om integrationsordningen och far

b

{“0(91;0/ _1f()> /(/f dt)dx—/f (/Qdm>dt
e

Vi erséitter f(t) med ¢(f(t)) och olikheten (30) &r bevisad.

Anm 16: For b = oo ar olikheten (30) strikt om man kréver att integralen i hogra
ledet konvergerar och Sats 1 och dess bevis Gverensstammer d& vésentligen med
Sats 4.1 1 [30]. Det fall som beskrivs i Sats 1 har nyligen behandlats mer generellt
i [13].

Anm 17: Genom att vélja ¢(u) = e* och ersitta f(z) med In f(z) ser vi att (30)
overgar i foljande skirpning av (29):

/bexp< /mf ) /f 1_7 dr, 0<b<oo.

0 0

Genom att hér ersitta f(t) med f(t)/t far vi dven foljande skdrpning av Polya—
Knopps olikhet (2):

(31) /bexp< /lnf()dt>dx<e/f (1-%)ar,  0<b<oo

0 0

Om vi istéllet valjer p(u) = u? i (30) s& ser vi att (30) dvergar i en skiirpning av
Hardys olikhet péa formen

(32) j(iif(t)dt)pfgfbfp(w)(li)d;, 0<b<oo, p>L1.
0 0 0

som for fallet p > 1 (efter nagra substitutioner) kan skrivas om pé formen
bo 1 T p » bo p—1
p TN p
- < (£ P _(Z
(33) /(m /g(t)dt) dx < (p— 1) /g (m)(l (bo> )dx,
0 0 0

dér b, = bP/P=1) och g(z) = f(aP=D/P)z=1/P,

Anm 18: Skérpningarna (31) och (33) av Polya—Knopps och Hardys olikheter har
for o6vrigt nyligen bevisats i uppsatsen [11] (se &ven [12]) med en annan teknik
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som bygger pé olikheter mellan mixade medelvéirden (se vart Bevis 7). Notera dven
att Hardys olikhet pa formen (32) géller dven fér p = 1 medan den inte géller pa
formen (33) (tiven om (p/(p—1))" erséitts med en godtycklig positiv andlig konstant
(). Vart bevis visar att (30) géller i omvénd riktning d& ¢ &r konkav. Detta ger
omvinda olikheter till de som beskrivits i Anm 17. Se dven [13].

Vi skall dven ge foljande exempel pa ett relativt nytt resultat ndmligen féljande

skdrpning av Carlemans dndliga olikhet (se [30], Sats 2.1):

Sats 2: Lat {ax}5°, vara en foljd av positiva tal och séitt x; = da;(1 + 1/4)7,

1=1,2,.... Da giller med Gy, := kfaras - ag och Iy =i 1(,/:ck i1 — V2T )

att

N

G b <N 1 LB
>0+ Y < 2w ()

] =

(34)

for varje N € Zy.

Hér betecknar [z] som vanligt heltalsdelen av = och {z}} betecknar foljden {xy}
omordnad i icke viixande ordning (det storsta talet kommer forst, det nést storsta
dérefter etc.).

Anm 19: For tidigare resultat av denna typ refererar vi dven till uppsatserna [2],
[3], [4], [45], [56], [58] och de referenser som givits dér. Vi noterar att genom att
anvinda uppskattningarna I, > 0, (1 + 1/k)* < e och lata N — oo sa far vi (1)
som ett specialfall av (34).

Anm 20: Férfiningar av Carlemans olikhet med e ersatt med (1 + 1/k)* har varit
kinda sedan atminstone 1967 (se [49] och [50] och jamf6r med vart Bevis 6). Fak-
torn (1+ 1/k)* har nyligen rént oberoende intresse i uppsatsen [18] (se &ven [58]).
Dessutom noterar vi att faktorn 1 — k/(IN + 1) i (34) betyder att den "vanliga”
summan pa hogra sidan av olikheten har ersatts av motsvarande Cesarosumma,
d.v.s. vi har berdknat det aritmetiska medelviardet av partialsummorna. Detta me-
delvarde ar givetvis strikt mindre &n den “vanliga” summan eftersom termerna &r
positiva.

Anm 21: T en relativt ny uppsats [56] visade P. Yan och G. Sun att Carlemans
olikhet (1) kan forbdttras pa foljande sétt:

1

(35) Z(nal) <ez( ) S

k=1

Detta resultat féljer Litt ur (34) genom att uppskatta den viktiga faktorn (1+1/k)*
pa foljande sétt:

1 )—é
k+c*

diir ¢* = (8 — e?)/(e? — 4) ~ 0,1802696 < 1/5. Olikheten (36) giller inte fér nagot
mindre tal &n ¢*. (Se [30], Anm 12). Detta betyder att med hjélp av (34) s ser vi

(36) (1+%)k§e(l+
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att (35) faktiskt kan erséttas med den skarpare olikheten

—-1/2
) ag.

o S(Ie) + Y =0

k=1

Vi noterar speciellt att (37) ger en skiirpning och forfining av Carlemans olikhet
(1) dven for det odndliga fallet.

Anm 22: Vi har tidigare noterat att Carlesons olikhet (12) direkt ger (1) och (2)
som specialfall. Det har nyligen visats en annan olikhet som har denna egenskap
nédmligen féljande:

B T B

b/EXp{ZWl(x)O/lnf(t) dM(t)}dM(x) < 6/(1 - JZ\\/[l*((onf(m)dM(x)

0

se ([30], Sats 3.1). Har géller att B € Ry, M (x) dr en hogerkontinuerlig och vixande
funktion pa (0,00) och M, (z) &r en speciellt definierad funktion med egenskapen
att M, (z) < M(x). Genom att utnyttja denna sats med M (z) = = far vi (2) och
genom att utnyttja den med

M) 12, 0<x<1
€Tr) =
E, k<z<k+1, k=12_..

far vi en forfining av (1).

En annan intressant fraga som nyligen studerats dr att finna viktade versioner av
olikheten (2). Delvis guidade av utvecklingen betriffande Hardy typ olikheter (se
t.ex. bockerna [34] och [43]) har man fragat sig foljande:

Lat 0 < p,q < oo. Finns det nodvandiga och tillrackliga villkor pa vikterna
(d.v.s. de positiva och métbara funktionerna) u(z) och v(z) s& att

(38) 7 exp(ijlnf(t)dt) qu(x)dx ' < C(]Ofp(x)v(x)dx>p
0

0 0

géller med stabil uppskattning av operatornormen (=den minsta konstanten sé att
(38) géller).
Foljande precisa resultat har nyligen visats:

Sats 3: Lat 0 < p < ¢ < oo. Da géller olikheten (38) om och endast om

1
q
D :=sup z~ /P (/w(m)dm) < 00,
x>0

0
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dar

och
D < C < e/PD.

Anm 23: Detta resultat visade nyligen i uppsatsen [46], Sats 3. I samma uppsats
visades en likartad sats dven for fallet ¢ < p. Ett forsta resultat i den riktningen
forefaller tillhora G. Talenti [53], dir ett tillréckligt villkor for fallet p = ¢ = 1,
u(z) = v(z) &r bevisat med en god uppskattning av den bésta konstanten C. Vi
refererar dven till nagra tidigare resultat av denna typ som finns i uppsatserna [25],
[39] och [44]. En vidareutveckling av Sats 2 (och dess motsvarighet for fallet ¢ < p)
finns redovisad i [41] och den nya doktorsavhandlingen av Maria Nassyrova [40].

Anm 24: Delvis inspirerade av vart tidigare bevis av att (2) medfor (1) s& ar det
frestande att tro att Sats 3 kan utnyttjas for att bevisa en motsvarande mycket all-
maén generalisering av Carlemans olikhet. Detta visar sig vara korrekt och foljande
har visats i den absolut nya uppsatsen [29]:

Sats 4: Antag att ax >0, b, > 0o0chdy >0, k=1,2,....0m0<p<qg< oo s
géller oliketen

oo

(39) (Z(’vm)qbk)é < C(g a’;dk)’l)

k=1

fér nagon positiv dndlig konstant C' om och endast om

N+1 / k *kq*p %
By = sup N_l/p<z (H(L) b;c) < 00.

NezZy k=1 \i=1

Dessutom géller att den minsta konstanten C' sa att (39) géller &r ekvivalent med
By (dvs det finns positiva tal ¢y och ¢; oberoende av a; s& att coB1 < C < ¢1By).

Anm 25: Var huvudreferens {or hela denna uppsats ar for dvrigt [29] dér det finns
en del kompletterande information. Bland annat har detaljerna i beviset av Sats 4
redovisats dér.

Vi skall nu avsluta denna lilla uppsats genom att kortfattat redovisa nagra fakta
om huvudpersonen sjilv, den berémde svenske matematikern Torsten Carleman.

Anm 26: En huvudreferens betriffande Torsten Carleman och hans matematik ar
givetvis L. Gardings bok ([19], sid 233-263). I denna bok beskrivs Carleman bland
annat pa foljande sétt: "Med Torsten Carleman (1892-1949) fick Sverige sin dittills
frimste matematiker.” Det &r dérfor inte konstigt att Garding sedan dgnade 30
sidor at att beskriva Carleman och hans matematiska gérning och ingen annan
matematiker gavs tillndrmelsevis lika mycket utrymme i boken. Det &r dock vart
att notera att (1) inte finns explicit omnémnd i Gardings bok, vilket kan bero pa att
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han (liksom Carleman) nog bara betraktat denna olikhet som ett hjdlpmedel for att
bevisa huvudresultaten om kvasianalytiska funktioner. Trots detta har Carlemans
olikhet och dess kontinuerliga variant (Polya—Knopps olikhet) ront mycket stort
intresse och finns t.o.m. omnédmnda i titeln péa ett stort antal uppsatser. Se var
referenslista innehallande 59 referenser (varav Gverraskande manga relativt néra i
tiden), Kapitel 4 i boken [38] (med 174 referenser), Kapitel 1 i boken [34] och den
nyligen publicerade oversiktsartikeln [45] (med 53 referenser).

Anm 27: (Om personen Torsten Carleman). Det finns ménga intressanta upplys-
ningar i Gardings bok [19] och en del kompletterande upplysningar finns i skriften
[60]. Det framgéar bland annat att Tage Gillis Torsten Carleman foddes 8 Juli 1892
i Visseltofta férsamling i norra Skéne. Foraldrarna var kantorn och folkskolldraren
Karl Johan Carleman och Alma Linnéa Ljungbeck. Han tog studentexamen vid
Vixsjo HAL 30 maj 1910 och avlade sedan Filosofie &mbetsexamen i december
1912, Filosofie licentiatexamen den 29 Maj 1915 och disputerade den 20 Januari
1917 vid Uppsala Universitet. Han blev docent vid samma universitet 8 februari
1917 och professor vid Lunds Universitet den 31 December 1923. Kort dérefter
kallades han (pé inradan av bl.a. Gosta Mittag-Leffler) som professor i matematik
vid Stockholms Hogskola den 23 Maj 1924. Han var gift 1929-40 med Anna-Lisa
Lemming (dotter till den legendariske idrottsmannen Erik Lemming som bl.a. blev
guldmedaljor i spjutkastning vid olympiaderna i London 1908 och Stockholm 1912).
Carleman avled 1949. Det finns manga historier om den méarkliga personen Torsten
Carleman. Vi ndjer oss hir med att citera foljande fran Professor Bo Kjellbergs
uppsats [32], sid 93: Som talare i matematiska foreningen var han flitigast av alla.
Han var en véltrdnad gymnast. Nar man efter ssmmantradena skulle bege sig pa
eftersits pa néringsstéillet "Rullan” s& gick han inte till fots pa bron 6ver Fyrisan,
utan han gick istéllet pa hénder 6éver broracket.

Betriffande Carlemans viktigaste matematiska resultat hanvisar vi till Professor
Lars Gardings gedigna bok [19]. Vi ndjer oss hir med att notera att T. Carleman
dven visade intresse for tillimpningar och undervisning. Han skrev bland annat
en ldrobok om differential- och integralkalkyl jamte geometriska och mekaniska
tillimpningar, Stockholm 1929 (andra upplagan utgavs 1945).

Tack Sten: Vi tackar Professor Sten Kaijser, Uppsala, fér hans noggranna genom-
lasning av vart manuskript och fér hans genertsa rad som vasentligt har forbattrat
denna slutliga version.
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