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1 Inledning
I denna uppsats skall vi diskutera följande anmärkningsvärda olikhet:

(1) a1 +
√

a1a2 + · · ·+ k√a1a2 · · · ak < e(a1 + a2 + · · · ),

där a1, a2, . . . är positiva tal och
∑∞

i=1 ai är konvergent. Denna olikhet presentera-
des 1922 i [8] av den svenske matematikern Torsten Carleman (1892–1942) och den
har fått namnet Carlemans olikhet. Carleman upptäckte sin olikhet i samband med
sitt viktiga arbete om kvasianalytiska funktioner och han förstod knappast då att
denna upptäkt skulle bli föremål för så stort intresse. Den kontinuerliga varianten
av (1) lyder

(2)
∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx < e

∞∫
0

f(x) dx

där f(t) > 0 och den går ibland under namnet Knopps olikhet (se [31]). Men våra
undersökningar tyder på att det snarare var G. Pólya som först upptäckte denna
olikhet (se Anm. 3), så vi föredrar att kalla den Pólya–Knopps olikhet.

I avsnitt 2 av denna uppsats presenterar vi ett antal bevis av (1). I avsnitt 3 bevisar
vi att (2) implicerar (1) och presenterar några bevis av (2) (och därmed ytterligare
bevis av (1)).
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I avsnitt 4 ger vi exempel på några nyligen presenterade skärpningar och ge-
neraliseringar av (1) och (2) och relaterade frågor. Ett antal historiska och andra
anmärkningar finns även inkluderade och i slutet av uppsatsen skriver vi ned några
fakta om Torsten Carleman, som vi funnit genom att studera skrifterna [60] och
[32] och som delvis kompletterar uppgifterna i Professor Lars Gårdings utmärkta
beskrivning i [19] (se Anm 26-27).

2 Några bevis av (1)
Bevis 1: (Skiss av Carlemans ursprungliga bevis)
Carleman noterade först att problemet kan lösas genom att bestämma maximum
av uttrycket

k∑
i=1

(a1a2 · · · ai)1/i

under bivillkoret
k∑

i=1

ai = 1.

Han gjorde sedan substitutionen ai = e−xi och fick det räknetekniskt enklare pro-
blemet:
Bestäm för n = 1, 2, . . . maximum Mk av

G =
k∑

i=1

e−(x1+x2+···+xi)/i

under bivillkoret

H =
k∑

i=1

e−xi = 1.

Detta problem kan lösas med Lagranges multiplikatormetod d.v.s vi skall minimera
funktionen

F = G + λH,

(λ är en parameter, den s.k. multiplikatorn). Tyvärr leder detta till relativt tekniska
räkningar som givetvis den skicklige Carleman genomförde på ett elegant sätt. Vi
utelämnar dock dessa räkningar här och hänvisar bara till Carlemans uppsats [8]
där alla detaljer finns redovisade. Resultatet blir att Mk < e för alla k ∈ Z+.
Carleman visade sedan separat att olikheten är strikt när summan i högra ledet
konvergerar.

Anm 1: Carleman visade i samma uppsats [8] att olikheten (1) inte gäller i allmän-
het för någon konstant C < e, dvs att konstanten e är skarp.

Bevis 2: (via Hardys olikhet)
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Den diskreta varianten av Hardys olikhet lyder (se [21], [23])

(3)
∞∑

k=1

(
1
k

k∑
i=1

ai

)p

<

(
p

p− 1

)p ∞∑
k=1

ap
k, p > 1.

Ersätt ai med a
1/p
i och notera att med hjälp av ”tricket” x = eln x och derivatans

definition så gäller(
1
k

k∑
i=1

a
1/p
i

)p

= exp

([
ln

k∑
i=1

a
1/p
i − ln

k∑
i=1

a0
i

]/
1
p

)

→ exp

([
D
(
ln

k∑
i=1

ax
i

)]
x=0

)
(när p →∞)

= exp

([ k∑
i=1

ax
i ln ai

/ k∑
i=1

ax
i

]
x=0

)

= exp
1
k

k∑
i=1

ln ai =
( k∏

i=1

ai

)1/k

och vi ser att (3) medför den icke-strikta olikheten (1) eftersom
(
p/(p − 1)

)p → e
när p →∞. Observera att denna metod inte automatiskt bevisar att vi har strikt
olikhet i (2) utan detta får visas separat (se t.ex. våra senare bevis).

Anm 2: G.H. Hardy formulerade sin olikhet (3) 1920 i [20] och bevisade den 1925
i [21] men Carleman kände nog inte till olikheten (3) vid detta tillfälle eftersom
han inte refererar till det enkla samband som råder enligt beviset ovan. Detta är
möjligen en aning anmärkningsvärt eftersom Carleman faktiskt samarbetade aktivt ”en aning” var

”lite”med Hardy ungefär samtidigt, se t.ex. deras gemensamma uppsats [9].

Anm 3: Det ovanstående innebär att (1) kan betraktas som en gränsolikhet till
skalan (3) av Hardyska olikheter. Detta observerades redan 1925 av G.H. Hardy
i uppsatsen [21], sid 156, men han påpekade samtidigt att det var G. Pólya som
redan tidigare gjorde honom uppmärksam på detta intressanta faktum.

Vi skall nu presentera ett bevis som bygger på olikheten mellan aritmetiskt och
geometriskt medelvärde (AG-olikheten).

Bevis 3: På grund av AG-olikheten gäller för varje i = 1, 2, . . . , varje k och alla
ci > 0 att

(4)
( k∏

1

ai

)1/k

=
( k∏

1

ci

)−1/k( k∏
1

ciai

)1/k

≤
( k∏

1

ci

)−1/k 1
k

k∑
i=1

ciai.

Vi väljer nu ci =
(

1 + i

)i

/ii−1, i = 1, 2, . . . , k. Speciellt gäller då att

(5)
( k∏

1

ci

)1/k

= k + 1
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och (4) och (5) ger att

∞∑
k=1

k√a1a2 · · · ak ≤
∞∑

k=1

1
k(k + 1)

k∑
i=1

ciai =
∞∑

i=1

ciai

∞∑
k=i

1
k(k + 1)

=
∞∑

i=1

ciai

i
=

∞∑
i=1

ai

(
1 +

1
i

)i

≤ e
∞∑

i=1

ai.

Den strikta olikheten gäller eftersom vi inte samtidigt kan ha likhet i alla termvisa
olikheterna. Detta kan ske endast om ciai = c för någon konstant c > 0 dvs
ai = c

(
i/(1 + i)

)i
/i, i = 1, 2, . . ., men detta kan ej gälla eftersom

∑∞
i=1 ai är

konvergent (notera att
(
(1 + i)/i

)i → e då i →∞).

Anm 4: Detta bevis presenterades av G. Pólya (se [48], sid. 249) men vi har här
snarare följt den framställning som finns på sid. 24 i Professor Lars Hörmanders
bok [26].

Anm 5: Vi noterar att Bevis 3 visar att för ändliga summor så gäller Carlemans
olikhet (1) även för någon strikt mindre konstant än e. Mer precist så gäller, för
N = 1, 2, . . . ,

N∑
k=1

k√a1a2 · · · ak ≤
N∑

k=1

(
1 +

1
k

)k

ak.

Bland annat av historiska skäl skall vi presentera följande variant av Bevis 3:

Bevis 4: Vi väljer ci = i , i = 1, 2, . . . k , i (4) och får

(6)
( k∏

i=1

ai

) 1
k
≤ (k!)−1/k 1

k

k∑
i=1

iai.

Dessutom gäller att

(7)
(k + 1)k

k!
=
(
1 +

1
1

)(
1 +

1
2

)2

· · ·
(
1 +

1
k

)k

< ek

och genom att utnyttja denna olikhet och (6) så får vi

∞∑
k=1

k√a1a2 · · · ak ≤
∞∑

k=1

(k!)−1/k 1
k

k∑
i=1

iai ≤
∞∑

k=1

e

k(k + 1)

k∑
i=1

iai

= e
∞∑

i=1

iai

∞∑
k=i

1
k(k + 1)

= e
∞∑

i=1

ai.

Den strikta olikheten kan konstateras på liknande sätt som i Bevis 3 (likhet kräver
att ak = c/k men detta motsäger att

∑∞
k=1 ak är konvergent).

Anm 6: I uppsatsen [22], sid. 77 redovisade G.H. Hardy väsentligen detta bevis
men han påpekade samtidigt att det var G. Knopp som presenterade beviset för
honom.
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Bevis 5: (L. Carlesons bevis)
Vi noterar först att vi kan antaga att a1 ≥ a2 ≥ · · · (summan i vänstra ledet

av (1) blir uppenbarligen störst om följden {ai} omordnas i icke-växande ordning
medan summan i högra ledet blir densamma för varje omordning). Låt m(x) vara
en polygon genom punkterna (0, 0) och (k,

∑k
1 log(1/ai)), k = 1, 2, . . . Funktionen

m(x) är uppenbarligen konvex och därför gäller för varje r > 1 att

(8)
m(rx)−m(x)

rx− x
≥ m′(x).

Dessutom gäller att

(9) m′(x) = log(1/ak), x ∈ (k − 1, k),

och eftersom m är konvex så gäller att m(x) ≤ (x/k)m(k) +
(
1 − (x/k)

)
m(0) för Endret

ordrekkefølge
for å unngå
linjedeling i
formelen.

x ≤ k, och eftersom dessutom m(0) = 0 så är

(10)

m(x)
x

=
m(x)−m(0)

x
≤ m(k)−m(0)

k

≤ m(k)
k

=
1
k

k∑
i=1

log(1/ai) för alla x ≤ k.

Vi gör en variabelsubstitution samt utnyttjar Hölders olikhet och (8) och får för
varje A > 0 och r > 1

A∫
0

e−m(x)/x dx ≤
rA∫
0

e−m(x)/x dx =

A∫
0

e−m(rx)/rxr dx

≤
A∫

0

e−(m(x)+(rx−x)m′(x))/rxr dx

=

A∫
0

e−m(x)/rx−((r−1)/r)m′(x)r dx

≤

( A∫
0

e−m(x)/xr dx

) 1
r
( A∫

0

e−m′(x)r dx

) (r−1)
r

så att
A∫

0

e−m(x)/x dx ≤ rr/(r−1)

A∫
0

e−m′(x) dx.

Vi låter A →∞, r → 1+ och noterar att då rr/(r−1) → e så att

(11)
∞∫
0

e−m(x)/x dx ≤ e

∞∫
0

e−m′(x) dx.
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Vi utnyttjar nu (9) och (10) och får

∞∫
0

e−m′(x) dx =
∞∑

k=1

k∫
k−1

e−m′(x) dx =
∞∑

k=1

e− log(1/ak) =
∞∑

k=1

ak

resp.

e−(1/k)
Pk

i=1 log(1/ai) ≤
k∫

k−1

e−m(x)/x dx

så att

∞∑
k=1

( k∏
i=1

ai

)1/k

=
∞∑

k=1

e−(1/k)
Pk

i=1 log(1/ai) ≤
∞∑

k=1

k∫
k−1

e−m(x)/x dx =

∞∫
0

e−m(x)/x dx.

Den icke-strikta olikheten (1) följer genom att utnyttja dessa uppskattningar och
(11). Den strikta olikheten följer genom att konstatera att vi inte kan ha likhet i
(10) samtidigt för alla x och k.

Anm 7: Detta är L. Carlesons bevis (se [10]) och i själva verket har han ju bevisat att
den allmännare olikheten (11) gäller för varje styckvis deriverbar konvex funktion
m(x) på [0,∞] sådan att m(0) = 0. Carleson formulerade för övrigt sin olikhet på
följande något allmännare form:

(12)
∞∫
0

xpe−m(x)/x dx ≤ ep+1

∞∫
0

xpe−m′(x) dx, p > −1.

Bevis 6: (via Redheffers olikhet)
R.M. Redheffer bevisade 1967 följande intressanta olikhet (se [49] och även [50]):

(13) nGn +
n∑

k=1

k(bk − 1)Gk ≤
n∑

k=1

akbk
k

gäller för alla n = 1, 2, . . . och alla positiva följder {bk}; där Gk =
(∏k

i=1 ai

)1/k
. Vi

ser speciellt att om

a) bk = 1, k = 1, 2, . . . så gäller Gn ≤ n−1
∑n

k=1 ak = An, dvs AG-olikheten,
b) bk = 1 + 1/k, k = 1, 2, . . . så gäller nGn +

∑n
k=1 Gk ≤

∑n
k=1(1 + 1/k)kak,

vilket speciellt implicerar att den icke-strikta olikheten (1) följer då n → ∞. Den
strikta olikheten kan konstateras genom att utnyttja argumenten i följande bevis
av (13): Vi använder den enkla olikheten

(14) 1 + a(x− 1) ≤ xa, x > 0, a ≥ 1,
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som t.ex. fås genom att ersätta y med x−1 i den välkända olikheten 1+ay ≤ (1+y)a.
Vi använder nu (14) med a = k och x = (Gk/Gk−1)bk (k ≥ 2) och får

1 + k
( Gk

Gk−1
bk − 1

)
≤
( Gk

Gk−1
bk

)k

=
ak

Gk−1
bk
k,

vilket kan skrivas som

(15) Gk−1 + k(Gkbk −Gk−1) ≤ akbk
k.

Vi kan nu bevisa (13) med enkel induktion. Vi observerar först att G1 = a1 så att

G1 + (b1 − 1)G1 = a1b1,

dvs (13) gäller för n = 1. Antag att olikheten (13) gäller för n = N ∈ Z+. Vi
utnyttjar nu detta induktionsantagande och (15) med k = N + 1 och får

(N + 1)GN+1 +
N+1∑
k=1

k(bk − 1)Gk

= (N + 1)bN+1GN+1 +
N∑

k=1

k(bk − 1)Gk

= NGN +
N∑

k=1

k(bk − 1)Gk + (N + 1)bN+1GN+1 −NGN

≤
N∑

k=1

akbk
k + aN+1b

N+1
N+1 =

N+1∑
k=1

akbk
k

dvs (13) gäller även för n = N + 1 och enligt induktionsaxiomet gäller därför (13)
för varje n ∈ Z+.

Anm 8: Beviset ovan leder uppenbarligen till ett skarpare resultat. Faktum är att
detta sätt att bevisa olikheter bygger på en allmän princip som ibland kallas för
Redheffers rekursionsprincip (se [47]). Denna princip kan även användas för att
förbättra flera andra klassiska olikheter.

Låt a(n) = {a1, a2, . . . , an} vara en positiv talföljd (n = 1, 2, . . .). Vi definierar
potensmedelvärdena Mr,n av a(n) på följande sätt

Mr,n = Mr,n

(
a(n)

)
=



(
1
n

n∑
k=1

ar
k

)1/r

, r 6= 0,

( n∏
k=1

ak

)1/r

, r = 0.

Notera att An = M1,n , Gn = M0,n och Hn = M−1,n helt enkelt är de vanliga
aritmetiska, geometriska och harmoniska medelvärdena. Vi studerar även följden
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av potensmedelvärdena:

Mr,n = (Mr,1,Mr,2, . . . ,Mr,n).

År 1996 visade B. Mond och J. Pečarić (se [39]) följande intressanta olikhet (mellan
itererade potensmedelvärden):

(16) Ms,n(Mr,n) ≤ Mr,n(Ms,n),

för varje r ≤ s. Vi har likhet om och endast om a1 = · · · = an. Beviset i [39] är så
komplicerat att vi inte redovisar det här. Vi är dock övertygade om att det finns
ett mer elementärt bevis och ställer som ett öppet problem till läsaren att finna
ett sådant bevis. Vårt nästa bevis bygger på Mond–Pečarićs resultat.

Bevis 7: Vi använder (16) med s = 1 och r = 0 och får

(17)
1
n

n∑
k=1

Gk ≤
( n∏

k=1

(1
k

k∑
i=1

ai

)) 1
n
.

Genom att använda denna olikhet och det självklara faktum att

k∑
i=1

ai ≤
n∑

i=1

ai , k ≤ n,

så får vi att

(18)
n∑

k=1

Gk ≤
n

n√
n!

n∑
k=1

ak.

Vi använder även vår tidigare uppskattning (7) med k = n− 1 och får

nn

n!
=

nn−1

(n− 1)!
< en−1 d.v.s.

n
n√

n!
< e1−1/n.

Genom att kombinera denna olikhet med (17) får vi

(19)
n∑

k=1

( k∏
i=1

ai

) 1
k

< e1−1/n
n∑

k=1

ak.

Den icke-strikta olikheten (1) följer då vi låter n → ∞. Att olikheten faktiskt är
strikt följer ur det faktum att likhet i (18) endast kan inträffa då alla ai är lika
men detta kan inte gälla under vår förutsättning att

∑∞
k=1 ak är konvergent.

Anm 9: Mer information om hur (16) kan användas för att bevisa och förbättra
olikheter kan man läsa om i de relativt nya uppsatserna [11] och [12].
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Anm 10: Vi noterar att om vi i beviset ovan kombinerar (17) med följande variant
av AG-olikheten( n∏

k=1

1
k

k∑
i=1

ai

) 1
n

=
( 1

n!

) 1
n (

a1(a1 + a2) · · · (a1 + a2 + · · ·+ an)
)1/n

≤
( 1

n!

) 1
n na1 + (n− 1)a2 + · · ·+ an

n

så får vi följande strikta förbättring av (19):

(20)
n∑

k=1

( k∏
i=1

ai

) 1
k

< e1−1/n
n∑

k=1

(
1− k − 1

n

)
ak.

3 Pólya–Knopps olikhet (2)
Vi börjar med att bevisa att (2) implicerar (1). Som tidigare konstaterar vi att det
räcker att visa (1) då {ak}∞1 är en avtagande följd. Applicera (2) med funktionen
f(x) = ak , x ∈ [k − 1, k), k = 1, 2, . . . . Då blir

(21)
∞∫
0

f(x) dx =
∞∑

k=1

ak

och

(22)
∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx =

∞∑
k=0

k+1∫
k

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx.

Vidare gäller

(23)
1∫

0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx = a1

och, för k = 1, 2, . . .,

(24)
(k+1∏

i=1

ai

) 1
k+1

=

k+1∫
k

exp
(

1
k + 1

k+1∑
i=1

ln ai

)
dx

≤
k+1∫
k

exp
(

1
x

k∑
i=1

ln ai +
x− k

x
ln ak+1

)
dx =

k+1∫
k

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t)dt

)
dx.
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Den helt avgörande olikheten i (24) beror på det faktum att integranden är ett vik-
tat aritmetiskt medelvärde av talen ln ai, i = 1, 2, . . . , k+1, med vikter 1/x, . . . , 1/x
(k st) och (x − k)/k. Här är k ≤ x ≤ k + 1 och eftersom talföljden är avtagande
blir medelvärdet minst för x = k + 1 dvs när alla vikter = 1/(k + 1). (1) följer nu
genom att kombinera (21) – (24).

Vi skall nu presentera några enkla bevis av (2) (och därmed ytterligare bevis av
(1)).

Bevis 8: Vi noterar att funktionen m(x) = −
∫ x

0
ln f∗(t)dt uppfyller förutsätt-

ningarna för att få använda Carlesons olikhet (12) (här är f∗(t) den avtagande
omordningen av funktionen f). Därför gäller enligt (12) att

(25)
∞∫
0

xp exp

(
1
x

x∫
0

ln f∗(t)dt

)
dx ≤ ep+1

∞∫
0

xpf∗(x)dx,

för varje p > −1. Carlesons argument visar att vi i själva verket har strikt olikhet
i (25) och speciellt för p = 0 får vi därför Pólya–Knopps olikhet (2).

Anm 11: Carleson noterade inte detta faktum explicit i sin uppsats [10] eftersom
han uppenbarligen främst var intresserad av att ge ett elementärt bevis av olikheten
(1).

Vi skall nu presentera två andra bevis av (2) och därmed av (1) vilka liksom Car-”vilka” var
”som” lesons bevis bara utnyttjar ett konvexitetsargument.

Bevis 9: Vi noterar att

(26) exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
= exp

(
1
x

x∫
0

ln tf(t) dt− 1
x

x∫
0

ln t dt

)

= exp

(
1
x

x∫
0

ln tf(t) dt

)
exp

(
− 1

x

x∫
0

ln t dt

)
.

Dessutom gäller att

(27) − 1
x

x∫
0

ln tdt = − 1
x

[
t ln t− t

]x
0

= − lnx + 1

och tack vare Jensens olikhet (eller AG-olikheten)

(28) exp

(
1
x

x∫
0

ln tf(t)dt

)
≤ 1

x

x∫
0

tf(t)dt.
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Vi integrerar, utnyttjar (26) – (28), kastar om integrationsordningen och får

∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t)dt

)
dx ≤

∞∫
0

e− ln x+1 1
x

( x∫
0

tf(t)dt

)
dx

= e

∞∫
0

1
x2

( x∫
0

tf(t)dt

)
dx = e

∞∫
0

tf(t)

∞∫
t

1
x2

dx = e

∞∫
0

f(t) dt.

Den strikta olikheten följer eftersom likhet i Jensens olikhet kräver att tf(t) är
konstant (nästan överallt) men detta kan ej inträffa eftersom vi förutsätter att∫∞
0

f(x)dx är konvergent.

Anm 12: Beviset ovan är i viss mån relaterat till Knopps idé (se [33], sid 211).
Knopp arbetade dock med intervallet [1, x] istället för [0, x] och därför kan Jensens
olikhet ej användas. Dessutom skrev aldrig Knopp explicit ut olikheten (2) även
om det ofta refereras som om detta gällde, se t.ex. [23] sid. 250 och [38] sid. 143. ”som om detta

gällde” var
”som att detta
gäller”Anm 13: Genom att modifiera beviset kan vi lätt bevisa även viktade versioner av

(2), t.ex. följande

∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
xp dx <

e

1− p

∞∫
0

f(x)xp dx

för varje p < 1 som ju är mer allmän än (2). Jämför även med (25).

Bevis 10: Vi noterar först att om vi ersätter f(t) med f(t)/t i (2) så blir vänstra
ledet i (2) lika med

∞∫
0

exp

 1
x

( x∫
0

ln f(t) dt−
x∫

0

ln t dt

) dx = e

∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx

x

eftersom Omskrevet.

− 1
x

x∫
0

ln t dt = − 1
x

[
t ln t− t

]x
0

= − lnx + 1,

och (2) kan skrivas på (den enligt vår mening mer naturliga) formen

(29)
∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx

x
<

∞∫
0

f(x)
dx

x
.
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För att bevisa (29) utnyttjar vi det faktum att funktionen f(u) = eu är konvex
och Jensens olikhet :

∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx

x
≤

∞∫
0

1
x2

( x∫
0

f(t) dt

)
dx

=

∞∫
0

f(t)

( ∞∫
t

1
x2

dx

)
dt =

∞∫
0

f(t)
dt

t
.

Den strikta olikheten följer på samma sätt som i Bevis 8.

Anm 14: Det finns stora likheter mellan Bevis 3 av Carlemans olikhet och Bevis
10 av Pólya–Knopps olikhet. Efter omkastning av summations- resp. integrations-
ordning i de avslutande räkningarna, så får vi

∞∑
k=i

1
k(k + 1)

=
1
i

resp.

∞∫
t

1
x2

dx =
1
t
,

vilket blir helt avgörande för bevisen. Notera även att (29) inte följer ur Carlesons
olikhet (12) eftersom p = −1 (jämför även med Anm 13).

4 Några nya skärpningar och generaliseringar
Vi har redan tidigare gett exempel på skärpningar av Carlemans olikhet för ändliga
summor (se t.ex Anm 5, (13), (19) och (20)). I detta avsnitt skall vi ge exempel
på några nyare skärpningar och generaliseringar av Carlemans och Pólya–Knopps
olikheter. Vi börjar med att notera följande:

Anm 15: Bevis 9 är givetvis likartat med Bevis 10 men det innehåller den viktiga
informationen att (1) kan skrivas på formen (29) med bästa konstant 1. Denna
observation och genom att modifiera beviset visar att i själva verket följande mer
allmänna Sats gäller:

Sats 1: Låt 0 < b ≤ ∞. Låt ϕ vara en positiv och strikt monoton konvex funktion
på (a, c),−∞ ≤ a < c ≤ ∞. Då gäller

(30)
b∫

0

ϕ

(
1
x

x∫
0

f(t) dt

)
dx

x
≤

b∫
0

ϕ
(
f(x)

)(
1− x

b

) dx

x

för varje reell funktion på (0, b) sådan att a < f(x) < c.
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Bevis 11: Vi utnyttjar Jensens olikhet, kastar om integrationsordningen och får

b∫
0

ϕ

(
1
x

x∫
0

ϕ−1f(t)dt

)
dx

x
≤

b∫
0

( x∫
0

f(t) dt

)
1
x2

dx =

b∫
0

f(t)

( b∫
t

1
x2

dx

)
dt

=

b∫
0

f(t)
(1

t
− 1

b

)
dt =

b∫
0

f(t)
(
1− t

b

)dt

t
.

Vi ersätter f(t) med ϕ
(
f(t)

)
och olikheten (30) är bevisad.

Anm 16: För b = ∞ är olikheten (30) strikt om man kräver att integralen i högra
ledet konvergerar och Sats 1 och dess bevis överensstämmer då väsentligen med
Sats 4.1 i [30]. Det fall som beskrivs i Sats 1 har nyligen behandlats mer generellt
i [13].

Anm 17: Genom att välja ϕ(u) = eu och ersätta f(x) med ln f(x) ser vi att (30)
övergår i följande skärpning av (29):

b∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx

x
≤

b∫
0

f(x)
(
1− x

b

)
dx, 0 < b ≤ ∞.

Genom att här ersätta f(t) med f(t)/t får vi även följande skärpning av Pólya–
Knopps olikhet (2):

(31)
b∫

0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t) dt

)
dx ≤ e

b∫
0

f(x)
(
1− x

b

)
dx, 0 < b ≤ ∞.

Om vi istället väljer ϕ(u) = up i (30) så ser vi att (30) övergår i en skärpning av
Hardys olikhet på formen

(32)
b∫

0

(
1
x

x∫
0

f(t) dt

)p
dx

x
≤

b∫
0

fp(x)
(
1− x

b

)dx

x
, 0 < b ≤ ∞, p ≥ 1.

som för fallet p > 1 (efter några substitutioner) kan skrivas om på formen

(33)
bo∫
0

(
1
x

x∫
0

g(t)dt

)p

dx ≤
( p

p− 1

)p
bo∫
0

gp(x)
(

1−
( x

bo

)p−1
p
)

dx,

där bo = bp/(p−1) och g(x) = f(x(p−1)/p)x−1/p.

Anm 18: Skärpningarna (31) och (33) av Pólya–Knopps och Hardys olikheter har
för övrigt nyligen bevisats i uppsatsen [11] (se även [12]) med en annan teknik
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som bygger på olikheter mellan mixade medelvärden (se vårt Bevis 7). Notera även
att Hardys olikhet på formen (32) gäller även för p = 1 medan den inte gäller på
formen (33) (även om

(
p/(p−1)

)p ersätts med en godtycklig positiv ändlig konstant
C). Vårt bevis visar att (30) gäller i omvänd riktning då ϕ är konkav. Detta ger
omvända olikheter till de som beskrivits i Anm 17. Se även [13].

Vi skall även ge följande exempel på ett relativt nytt resultat nämligen följande
skärpning av Carlemans ändliga olikhet (se [30], Sats 2.1):

Sats 2: Låt {ak}∞1 , vara en följd av positiva tal och sätt xi = iai(1 + 1/i)i,
i = 1, 2, . . .. Då gäller med Gk := k√a1a2 · · · ak och lk :=

∑[x]
i=1

(√
x∗k−i+1 −

√
x∗i
)2

att

(34)
N∑

k=1

Gk +
N∑

k=1

lk
k(k + 1)

≤
N∑

k=1

(
1− k

N + 1
)
(
1 +

1
k

)k

ak

för varje N ∈ Z+.
Här betecknar [x] som vanligt heltalsdelen av x och {x∗k} betecknar följden {xk}

omordnad i icke växande ordning (det största talet kommer först, det näst största
därefter etc.).

Anm 19: För tidigare resultat av denna typ refererar vi även till uppsatserna [2],
[3], [4], [45], [56], [58] och de referenser som givits där. Vi noterar att genom att
använda uppskattningarna lk ≥ 0, (1 + 1/k)k < e och låta N → ∞ så får vi (1)
som ett specialfall av (34).

Anm 20: Förfiningar av Carlemans olikhet med e ersatt med (1 + 1/k)k har varit
kända sedan åtminstone 1967 (se [49] och [50] och jämför med vårt Bevis 6). Fak-
torn (1 + 1/k)k har nyligen rönt oberoende intresse i uppsatsen [18] (se även [58]).
Dessutom noterar vi att faktorn 1 − k/(N + 1) i (34) betyder att den ”vanliga”
summan på högra sidan av olikheten har ersatts av motsvarande Cesàrosumma,
d.v.s. vi har beräknat det aritmetiska medelvärdet av partialsummorna. Detta me-
delvärde är givetvis strikt mindre än den ”vanliga” summan eftersom termerna är
positiva.

Anm 21: I en relativt ny uppsats [56] visade P. Yan och G. Sun att Carlemans
olikhet (1) kan förbättras på följande sätt:

(35)
∞∑

k=1

( k∏
i=1

ai

) 1
k

< e
∞∑

k=1

(
1 +

1
k + 1/5

)− 1
2

ak.

Detta resultat följer lätt ur (34) genom att uppskatta den viktiga faktorn (1+1/k)k

på följande sätt:

(36)
(
1 +

1
k

)k

≤ e
(
1 +

1
k + c∗

)− 1
2

där c∗ = (8− e2)/(e2 − 4) ≈ 0,1802696 < 1/5. Olikheten (36) gäller inte för något
mindre tal än c∗. (Se [30], Anm 12). Detta betyder att med hjälp av (34) så ser vi
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att (35) faktiskt kan ersättas med den skarpare olikheten

(37)
∞∑

k=1

( k∏
i=1

ai

)1/k

+
∞∑

k=1

lk
k(k + 1)

≤ e
∞∑

k=1

(
1 +

1
k + c∗

)−1/2

ak.

Vi noterar speciellt att (37) ger en skärpning och förfining av Carlemans olikhet
(1) även för det oändliga fallet.

Anm 22: Vi har tidigare noterat att Carlesons olikhet (12) direkt ger (1) och (2)
som specialfall. Det har nyligen visats en annan olikhet som har denna egenskap
nämligen följande: Var ulikhet på

formen
X ≤ Y ≤ Y .

B∫
0

exp

{
1

M(x)

x∫
0

ln f(t) dM(t)

}
dM(x) ≤ e

B∫
0

(
1− M∗(x)

M(B)

)
f(x)dM(x).

se ([30], Sats 3.1). Här gäller att B ∈ R+, M(x) är en högerkontinuerlig och växande
funktion på (0,∞) och M∗(x) är en speciellt definierad funktion med egenskapen
att M∗(x) ≤ M(x). Genom att utnyttja denna sats med M(x) = x får vi (2) och
genom att utnyttja den med

M(x) =

{
1/2, 0 ≤ x ≤ 1
k, k ≤ x ≤ k + 1, k = 1, 2, . . .

får vi en förfining av (1).

En annan intressant fråga som nyligen studerats är att finna viktade versioner av
olikheten (2). Delvis guidade av utvecklingen beträffande Hardy typ olikheter (se
t.ex. böckerna [34] och [43]) har man frågat sig följande:

Låt 0 < p, q < ∞. Finns det nödvändiga och tillräckliga villkor på vikterna
(d.v.s. de positiva och mätbara funktionerna) u(x) och v(x) så att

(38)

 ∞∫
0

exp

(
1
x

x∫
0

ln f(t)dt

)q

u(x)dx


1
q

≤ C

( ∞∫
0

fp(x)v(x)dx

) 1
p

gäller med stabil uppskattning av operatornormen (=den minsta konstanten så att
(38) gäller).

Följande precisa resultat har nyligen visats:

Sats 3: Låt 0 < p ≤ q < ∞. Då gäller olikheten (38) om och endast om

D := sup
x>0

x−1/p

( x∫
0

w(x)dx

) 1
q

< ∞,
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där

w(x) =

exp

(
1
x

x∫
0

ln
1

v (t)
dt

)
q
p

u(x)

och
D ≤ C ≤ e1/pD.

Anm 23: Detta resultat visade nyligen i uppsatsen [46], Sats 3. I samma uppsats
visades en likartad sats även för fallet q < p. Ett första resultat i den riktningen
förefaller tillhöra G. Talenti [53], där ett tillräckligt villkor för fallet p = q = 1,
u(x) = v(x) är bevisat med en god uppskattning av den bästa konstanten C. Vi
refererar även till några tidigare resultat av denna typ som finns i uppsatserna [25],
[39] och [44]. En vidareutveckling av Sats 2 (och dess motsvarighet för fallet q < p)
finns redovisad i [41] och den nya doktorsavhandlingen av Maria Nassyrova [40].

Anm 24: Delvis inspirerade av vårt tidigare bevis av att (2) medför (1) så är det
frestande att tro att Sats 3 kan utnyttjas för att bevisa en motsvarande mycket all-
män generalisering av Carlemans olikhet. Detta visar sig vara korrekt och följande
har visats i den absolut nya uppsatsen [29]:

Sats 4: Antag att ak ≥ 0, bk ≥ 0 och dk > 0, k = 1, 2, . . . . Om 0 < p ≤ q < ∞ så
gäller oliketen

(39)
( ∞∑

k=1

(
k√a1a2 · · · ak

)q

bk

) 1
q
≤ C

( ∞∑
k=1

ap
kdk

) 1
p

för någon positiv ändlig konstant C om och endast om

B1 = sup
N∈Z+

N−1/p

(N+1∑
k=1

(
k∏

i=1

di

)− q
kp

bk

) 1
q

< ∞.

Dessutom gäller att den minsta konstanten C så att (39) gäller är ekvivalent med
B1 (dvs det finns positiva tal c0 och c1 oberoende av ai så att c0B1 ≤ C ≤ c1B1).

Anm 25: Vår huvudreferens för hela denna uppsats är för övrigt [29] där det finns
en del kompletterande information. Bland annat har detaljerna i beviset av Sats 4
redovisats där.

Vi skall nu avsluta denna lilla uppsats genom att kortfattat redovisa några fakta
om huvudpersonen själv, den berömde svenske matematikern Torsten Carleman.

Anm 26: En huvudreferens beträffande Torsten Carleman och hans matematik är
givetvis L. Gårdings bok ([19], sid 233–263). I denna bok beskrivs Carleman blandSidetall i den

svenske
utgaven.

annat på följande sätt: ”Med Torsten Carleman (1892–1949) fick Sverige sin dittills
främste matematiker.” Det är därför inte konstigt att Gårding sedan ägnade 30
sidor åt att beskriva Carleman och hans matematiska gärning och ingen annan
matematiker gavs tillnärmelsevis lika mycket utrymme i boken. Det är dock värt
att notera att (1) inte finns explicit omnämnd i Gårdings bok, vilket kan bero på att
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han (liksom Carleman) nog bara betraktat denna olikhet som ett hjälpmedel för att
bevisa huvudresultaten om kvasianalytiska funktioner. Trots detta har Carlemans
olikhet och dess kontinuerliga variant (Pólya–Knopps olikhet) rönt mycket stort
intresse och finns t.o.m. omnämnda i titeln på ett stort antal uppsatser. Se vår
referenslista innehållande 59 referenser (varav överraskande många relativt nära i
tiden), Kapitel 4 i boken [38] (med 174 referenser), Kapitel 1 i boken [34] och den
nyligen publicerade översiktsartikeln [45] (med 53 referenser).

Anm 27: (Om personen Torsten Carleman). Det finns många intressanta upplys-
ningar i Gårdings bok [19] och en del kompletterande upplysningar finns i skriften
[60]. Det framgår bland annat att Tage Gillis Torsten Carleman föddes 8 Juli 1892
i Visseltofta församling i norra Skåne. Föräldrarna var kantorn och folkskolläraren
Karl Johan Carleman och Alma Linnéa Ljungbeck. Han tog studentexamen vid
Växsjö HAL 30 maj 1910 och avlade sedan Filosofie ämbetsexamen i december
1912, Filosofie licentiatexamen den 29 Maj 1915 och disputerade den 20 Januari
1917 vid Uppsala Universitet. Han blev docent vid samma universitet 8 februari
1917 och professor vid Lunds Universitet den 31 December 1923. Kort därefter
kallades han (på inrådan av bl.a. Gösta Mittag-Leffler) som professor i matematik
vid Stockholms Högskola den 23 Maj 1924. Han var gift 1929–40 med Anna-Lisa
Lemming (dotter till den legendariske idrottsmannen Erik Lemming som bl.a. blev
guldmedaljör i spjutkastning vid olympiaderna i London 1908 och Stockholm 1912).
Carleman avled 1949. Det finns många historier om den märkliga personen Torsten
Carleman. Vi nöjer oss här med att citera följande från Professor Bo Kjellbergs
uppsats [32], sid 93: Som talare i matematiska föreningen var han flitigast av alla.
Han var en vältränad gymnast. När man efter sammanträdena skulle bege sig på
eftersits på näringsstället ”Rullan” så gick han inte till fots på bron över Fyrisån,
utan han gick istället på händer över broräcket.

Beträffande Carlemans viktigaste matematiska resultat hänvisar vi till Professor
Lars Gårdings gedigna bok [19]. Vi nöjer oss här med att notera att T. Carleman
även visade intresse för tillämpningar och undervisning. Han skrev bland annat
en lärobok om differential- och integralkalkyl jämte geometriska och mekaniska
tillämpningar, Stockholm 1929 (andra upplagan utgavs 1945).

Tack Sten: Vi tackar Professor Sten Kaijser, Uppsala, för hans noggranna genom-
läsning av vårt manuskript och för hans generösa råd som väsentligt har förbättrat
denna slutliga version.
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