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Danmarks Matematikleererforening (grundskolen) offentligggr sommetider nogle
»grublere« pa sin hjemmeside. Her er grubleren for torsdag i uge 41 ar 2003:

Taltrylleri med kvadrater

Tryllekunstneren spurgte Peter om fire tal. Peter gav ham tallene 5, 4, 7 og 10.
Tryllekunstneren smilede. Han tegnede nu et kvadrat og anbragte de fire tal i hvert
sit hjorne af kvadratet. Sa tegnede han et mindre kvadrat indeni det forste kvadrat.
I hvert hjorne i det nye kvadrat, skrev han et nyt tal:
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Fortset nu med at tegne mindre kvadrater pa denne made. Hvor mange kvadrater
skal du tegne, for tallene i kvadratets hjorner er 07 Prgv forfra med fire nye tal.
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Denne grubler var beregnet for begyndertrinnet og er meget motiverende i forbin-
delse med treening af simpel subtraktion, fordi det ikke varer s leenge, fgr alt bliver
0. Det er knap sa enkelt at bevise, at det faktisk altid vil ga sddan. Og hvad hvis
man i stedet var startet med en trekant, en femkant eller en n-kant? Problemstil-
lingen viser sig rig p4 matematik.! Hypoteser om situationen melder sig hurtigt,
s& snart man far problemet ind pé et regneark, og de kan let afprgves eksperimen-
telt. Efter en saddan eksperimentel udforskning melder sig problemet om passende
notation og sekvensering af de gjensynligt sande hypoteser, sa de bliver modne til
bevis. Denne artikel giver et bud pa en sddan sammenhsengende teori for omradet.

En generel teori for tal i en n-kant

Definitioner: Ved et n-set x vil vi forsté et ordnet saet pa n ikke-negative hele tal
(z1,22,...,2,). Et binert n-set bestar af kun 0-er og 1-taller eller er et sddant 0-1-
seet ganget op med et naturligt tal som for eksempel (5,5,0,0,0). Et konstant n-set
er et n-seet af formen (a,a,...,a). Et strengt bincert seet ma ikke veere konstant.

For et givet n defineres funktionen (transformationen) 7' i meengden af n-saet
ved:

T(x1,22,. .., Tn) = (|xn — z1|, |21 — 22, |T2 — T3], - ., [To1 — Znl)

Ved ordenen af et n-seet x forstar vi det mindste m saledes, at m gentagne an-
vendelser af T' pa x giver O-saettet: T (x) = (0,0,...,0). Hvis der ikke findes et
sadant m, siges x at have uendelig orden.

Saetning 1 Huvis n er ulige har ethvert ikke-konstant n-set uendelig orden.

Bewvis: Antag at der findes et ikke-konstant n-sat med endelig orden. Vi regner bag-
leens fra, hvor det gnskede resultat (0,0, ...,0) indtreeffer forste gang. Det kan kun
komme fra et konstant szt (a,q,...,a), hvor a er et naturligt tal. Lad (a,a,...,a)
komme fra (z1,xa,...,x,), hvor n er ulige, altsa T(x1,x2,...,2,) = (a,a,...,a).
Dette vil vi fore til modstrid.

Lad os se pa x;, x;1+1 0g T;12. Afvigelsen mellem de to forste koordinater i denne
tripel er a og ligeledes mellem de to sidste. Altsa er afvigelsen mellem den forste
og den sidste, |z; — mit2|, et lige antal a (faktisk enten Oa eller 2a). Successiv
anvendelse af denne tripelregel forer til at afvigelsen mellem z; og x;19.,,, 0gsa er et
lige antal a for ethvert naturligt tal m. Men da n er ulige, er (n — 1)/2 et sddant
helt tal saledes, at afvigelsen mellem x1 og T149(,—1)/2 €r et lige antal a.

Imidlertid er 14+2-(n—1)/2 = n, hvorfor konklusionen er, at afvigelsen mellem x;

og x, er et lige antal a. Men det betyder at T'(z1,zo,...,2,) = (|21 — 2pl,...) =
(lige antal a,...) hvilket klart er forskelligt fra (a,a,...,a). Modstriden beviser
seetningen. O

Ved hjeelp af Seetning 1 ser man siledes, at hverken trekant eller femkant kan fa
samme taludvikling som et kvadrat. Hvis ikke en polygon med et ulige antal hjgrner

1Det var gennem diskussioner med mine kolleger pa KDAS, at problemets matematiske rigdom
tradte frem.
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starter med det samme tal i alle hjgrner, vil den aldrig na frem til O-saettet. Hvis
man undersgger sagen eksperimentelt, vil man imidlertid bemserke, at disse ulige
talseet pa et tidspunkt gar i en periodisk svingning. Vi sigter derfor pa i resten af
artiklen at bevise:

Hovedsaetningen for cykliske numeriske differencer
1) Hwvis n er en potens af 2, da har ethvert n-scet endelig orden.

2) Huis n er ulige, da er alle ikke konstante n-seet af uendelig orden og gér pd
et tidspunkt i svingninger med et requleert gentaget monster af binere n-seet

3) Hvis n bade har lige og ulige faktorer, n = u - 28, hvor u er ulige, da vil
sdadanne periodiske svingninger af bincere n-set ogsd veere det typiske. Hvis x
har periode 2%, da har x dog endelig orden.

Hovedstrategien i beviset for denne satning bestar i at folge udviklingen af det
stgrste tal M i et n-set. Det minimale tal i et n-saet x kan uden tab af generalitet
saettes lig med 0, idet det mindste tal i seettet kan subtraheres i hver koordinat
uden at dette far indflydelse pa T'(x). Hvis x ikke er et binsert n-seet, indeholder
koordinaterne desuden mindst et tal m med 0 < m < M, et sadkaldt mellemtal.
Hyvis vi far brug for notation for flere af dem kaldes de m/, m” o.s.v.

Det ggr beviset for naeste saetning mere gennemskueligt, hvis vi indfgrer et bio-
logisk sprog for udviklingen af et n-seet x. T'(x) bliver saledes den neeste generation
og T"(x) den r’te generation efter x. S& leenge maksimum i x (M) stadig optree-
der i fglgende generationer vil vi sige at M-sleegten overlever, ellers er den uddgd.
Det naturlige i denne tankegang fremgar maske bedst af et eksempel, der ogsa
illustrerer, at der er fraktallignende mgnstre pé spil i dette problem.

Eksempel 1 (se neste side). For n = 16 og i det hele taget, hvis n er en potens af
2, optraeder der et slaegtstrae af en fraktal struktur. I eksemplet er

x = (69,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),

hvor altsa M = 69. M far en stor eftersleegt. I den 15. generation er alle koordi-
naterne i 16-seettet saledes efterkommere af dette M, hvilket dog bevirker at M
helt uddgr i den 16. generation. Bemaerk, at M ville uddg blot tallene i den 16.
generation er mindre end 69 — de behgver ikke at veere lig med 0.

Fglgesaetning 1 Hvis n er en potens af 2 ogx = (M, 0,....,0) eller et andet n-scet
med netop én koordinat, der afviger fra 0, sa har x den endelige orden n.

Bevis: Hvis n = 16, sa fremgar dette af eksempel 1, hvor M saettes ind i stedet for
69. Det far ingen indflydelse, hvis M i udgangspositionen star i en anden koordinat
end den fgrste, da en cyklisk forskydning af x blot giver den tilsvarende cykliske
forskydning pa 7'(x). Hvis n = 32 er der yderligere 16 nuller til hgjre for de viste.
Dette far klart ingen indflydelse pa udviklingen frem til generation nr. 15, men
generation nr. 16 bliver:

(69,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,69,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

i alt 15 nuller i alt 15 nuller
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Eksempel 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 69 0 0 0O OOO O O O O0OOO0OO0OO0 O
1 69 69 0 0 0o 0o 0O0OO O OO0 O0 0 O
2 69 069 0 0O O 0 O O O O O O O 0 O
3 69696969 0 0 0O OOO 0O 0O 0 0 0 O
4 69 0 0 069 0O O O O O O O O O O O
5 6969 0 06969 0 0 0O O 0O 0O 0 0 0 O
6 69 069 069 069 0O O O 0O O O O 0 O
7 69 69 69 69 69 69 69 69 0O O O O O O O O
8 69 0 0O 0 069 0 0 0 0 0 0 O
9 6969 0 0 0O O O 06969 0 0 0 0 0 O
10 69 0 69 0 0 069 069 0O O O 0 O
11 69 69 69 69 0 0 069 69 69 69 0 0 0 O
12 69 0 0 069 0 0O 069 0 0O 069 0 0 O
13 6969 0 069 69 0 069 69 0 069 69 0 O
14 69 069 069 069 069 069 069 069 0
15 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69 69
16 0 0o o o000 OO O O0OOTU OO OTWDO

Det betyder, at skemaet fra Eksempel 1 gentager sig endnu engang i to kopier
saledes, at det konstante 32-seet (69,69, . ..,69) optraeder i generation nr. 15+ 16 =
31, hvorefter (0,0, ...,0) opnéas i generation 32. Det er visuelt klart, at den fraktale
struktur gentages for n = 64 og enhver potens af 2. Det ses, at ssetningen geaelder
for toerpotenser mindre end 32 ved simpel inspektion. ]

Vi skal fgrst anvende denne fglgessetning noget senere, men da den fglger sa visuelt
naturligt af det viste eksempel, har vi givet beviset her. Eksemplet viser, at et
maksimum kan overleve i mange generationer, men fglgende seetning giver en gvre
graense.

Seetning 2 Maksimum i et ikke-binert n-set x uddgr senest i den (n — 1) ste
generation.

Bevis: Lad x veere et vilkarligt n-seet med maksimum M, minimum 0 og mindst ét
mellemtal. En 0-M-ksede i x er en sekvens af koordinater, hvoraf mindst én er M
og resten M eller 0, og som er afgraenset af to mellemtal m’' og m”, der kan vise
sig at veere samme tal, hvis leengden af sekvensen faktisk er n — 1.

x=(...,a,m' 0,M,M,0,0,0, M,m"b,...)
Lad placeringen af greenserne veere saledes, at x; = m’ og x; = m’. Tallene a og

b kan veere bade 0, M eller mellemtal. Vi vil undersgge, hvordan denne 0-M-keede
udvikler sig i naeste generation, T'(x). Den i’te koordinat af T'(x) bliver et mellemtal
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idet T(x); = |a—m/|, hvor 0 < a < M, mens m’ ligger i det abne interval. T'(x);+1
er |m’ —0| eller |m’ — M|, i begge tilfeelde et mellemtal m'”. T'(x); er |M —m| eller
|0—m""|, i begge tilfzelde et mellemtal m””. T'(x) vil pa alle koordinater mellem i+ 1
og 7 igen fa udelukkende 0 og M, idet disse koordinater udregnes som numeriske
differenser af elementer fra maengden {0, M }. Vi far altsa:

Tx)=(...c;m” M, M,0,0,0, M,m"",...).

Og vi kan konkludere, at den betragtede 0—M-kaede i X i naeste generation bliver
én koordinat kortere. Dette geelder for enhver 0—M-kaede i x. Der kan ikke opsta
nye 0—M-keeder i T'(x) ud fra mellemtal; for skont der godt kan opsté 0’er, kan
der aldrig opsté et M ud fra andet end et 0 og et M. Derfor vil ogsa den leengste
0-M-keede i T'(x) veere én mindre end den leengste keede i x.

Da den leengst mulige 0—M-keede i noget n-set x med et mellemtal har leengde
n — 1, vil sidanne kaeder senest i (n — 1)’ste generation alle have leengden 0. M
uddgr altsa efter senest n — 1 generationer. O

Seetning 3 Ethvert ikke-bincert n-set med maksimum M bliver til et binert n-scet
senest i den (M — 1) - (n — 1) ’ste generation.

Bewis: Dette bevises ved induktion efter M.

1) Hvis M er lig med 1, sa er der allerede tale om et binsert n-seet, da vi arbejder
med hele ikke negative tal. Dette stemmer med, at ssetningen udsiger, at det sker
senest 1 0’te generation.

2) Antag at seetningen er bevist for alle M < N. Vi vil bevise, at den ogsi geelder
for M = N 4 1. Lad x veere et ikke-bingert n-saet, altsd et n-seet med mindst
ét mellemtal, et minimum, som vi kan tillade os at seette til 0 samt maksimum
M = N + 1. Vi skal bevise, at x efter ((N + 1) — 1) - (n — 1) generationer bliver
et bineert n-seet. Ifplge Seetning 2 uddgr x’s maksimum (N + 1) senest efter n — 1
generationer. Derefter geelder altsa for y = 7~V (x) med det nye maksimum M,
at M < N. Hvis y allerede er et bingert n-seet, s induktionstrinnet feerdigt. Ellers
benytter vi induktionsantagelsen til at fastsla, at y senest efter (N — 1) - (n — 1)
trin bliver til et binzrt n-set. Da y = T("~1(x) ses, at x efter senest (N — 1) -
(n—1)+(n—1) = N - (n — 1) generationer bliver til et binsert n-seet. Dette var
netop kravet i induktionstrinnet, og hermed er induktionsbeviset fuldfgrt. O

Det kan heende, at udviklingen af et sddant n-sezet helt overspringer fasen som
strengt bingert og i stedet bliver konstant for derefter straks at blive nulssettet. Et
eksempel pa dette er givet i det senere Eksempel 2.

Teorien for binzere talsaet

Vi har i det foregdende afsnit bevist, at ethvert m-seet udvikler sig til et bineert
n-saet, altsd et saet hvori der kun benyttes to tal 0 og M. Vi kan i det folgende
sette M = 1, idet T[M - b] = M - T'[b] for ethvert bineert n-set b, og vi kun er
interesseret i spgrgsméal om saettenes orden og eventuelle periodicitet. Vi vil altsa

hansen.tex,v 1.12



62 Hans Christian Hansen Normat 2/2004

i det fglgende lade bineere n-sset betyde n-set bestaende af kun tallene 0 og 1.
Meangden af bingere n-saet bliver saledes lig Zo X Zo X Zo X ... X Zg. Vi vil desuden
benytte os af den additive struktur i (Zs, +) séledes at »+« i det fplgende refererer
til denne algebraiske struktur.

Hjaelpesaetning 1 Hvis b er et binert n-set, sd kan T defineres koordinatvis ved
T(b); =b; + bi—1. T bliver siledes en homomorfi, altsé T(b+b’) = T(b) + T(b’)
for alle binere n-set b og b’.

Bevis: Per definition er T'(b); = |b;—1 — b;| = |bi—1 + bi| = bj—1 + b;, hvor vi har
benyttet, at normal subtraktion i meengden {0, 1} svarer til subtraktion modulo 2,
nar vi sgger numerisk veerdi, samt at + og — er den samme operation modulo 2.
Herefter finder vi for to binsere n-set b og b’ at

T(b+b');=(b+b)i_1+(b+b)i=(bi1+b)+ (bj_y +b;) =T(b) + T(b).
Altséd er T(b +b’') = T(b) + T'(b’) for alle binzere n-set b og b'. O

Vi har her kun vist, at T er en homomorfi i (Zg X Zg X Zg X ... X Za,+). Den er
faktisk ogsa lineser med hensyn til multiplikation med en skalar, som vi s& overfor:
T[M-b]=M-Tb].

Hvor teorien for numeriske differenser i forrige afsnit matte traekke pé ad hoc-
lgsninger pa problemerne, kan vi nu i det fglgende trackke pa mere rutinepracgede
teknikker fra homomorfier og linesere afbildninger.

Saetning 4 Hvis n er en toerpotens og b et bincert n-set, s er b’s orden hgjst n.

Beuis: 1 Fglgesaetning 1 s& vi, at hvis b kun har et enkelt 1-tal og resten er nuller, sa
har b orden n, altsd 7" (b) = (0,0,...,0). Da alle andre binsere n-seet kan skrives
som endelige summer af sidanne simple n-set, og da T (og dermed T™) er en
+-homomorfi, bliver 7" (b) = (0,0, ...,0) for ethvert binsert b. Ethvert binsert b
har altsi orden hgjst n. d

Folgesaetning 2 Hvis n er en toerpotens og x er et vilkarligt n-set, si har x
endelig orden.

Bevis: Hvis x er et konstant seet, har det orden 1. Hvis x er strengt binger folger
saetningen af satning 4. Hvis x ikke er binser og har maksimum M, bliver den
senest 1 generation (M — 1) - (n — 1) til et binsert talseet, ifglge setning 3. Ifplge
seetning 4 bliver resultatet efter senest yderligere n generationer til O-seettet. x’s
orden er saledes hpjst (M — 1) (n—1) +n. O

Hermed er forste del af hovedssetningen om cykliske numeriske differencer bevist.
Den sidste del deekkes af fglgende seetninger.

Saetning 5 Huvis b er et binert n-set, hvor n = u - 28, hvor u er ulige, storre end
1 o9 k>0, og sa har

1) b endelig orden, hvis b er koordinatmaessig periodisk med perioden 2" .
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2) b uendelig orden ellers. T™(b) vil for m passende stort ga i periodiske sving-
ninger som funktion af m.

Beuwis:

1) Hvis & = 0 er sagen klar, da b s& bliver konstant. Hvis k& > 0 og b er et
bingert w - Qk—s,NaetN, der er koordinatmeessig periodisk med perioden p = 2% sa kan b
skrives som (b, b,.....,b), hvor b angiver de forste p koordinater af b og altsa er
en repraesentant for perioden. Vi skriver b = (b1, b2, ...,bp,) og b kan altsi skrives
som: b = (by,ba,...,bp;b1,b2,...,bp;...;b1,ba,...,b,) og derfor

T(b) = (|by — bi, b1 — b2, [bs — bsl, -, [bp1 — byl [bp — bal, -, [Bp1 — b))

Det er klart, at T'(b) er periodisk, nar b var det, men vi ser ogsé, at de p forste
koordinater af T'(b) er lig med 7'(b), hvor T nu opfattes som en funktion i meengden
af p-seet. Altsa T(b) = (T(b),T(b),.....,T(b)). Gentages hele dette argument
finder vi: T™(b) = (Tm(f))7 T (b),. .. .., Tm(f))) Vi kan nu konkludere, at b hgjst
har orden p, idet b ifglge saetning 4 hgjst har denne orden. S& b har endelig orden.

2) Vi gar igen ud fra n = u-2*, hvor u er ulige og lader b vaere et vilkarligt bineert
n-saet. Vi vil vise:

T(b) er periodisk med perioden p = 2% = b er periodisk med perioden p = 2F.

Hvis dette kan vises, sé vil et ikke-periodisk b aldrig efter nok sa mange transforma-
tioner med 7" kunne blive periodisk og dermed heller ikke blive til (0,0, ...,0), der
jo bl.a. har perioden 2*. Vi vil altsa have uendelig orden som hzaevdet i saetningens
pkt. 2.

Vi gar derfor ud fra, at T(b) er periodisk med perioden p = 2%, Vi vil fgrst vise,
at der findes mindst ét ¢ saledes at b;y, = b;. Antag at dette aldrig er tilfseldet,
altsa at vi for alle ¢ har b,1, # b;. Da vore tal befinder sig i Zy betyder det, at
bi+p = b; + 1 for alle i og dermed b;12, = b; + 2 = b; for alle i 0.s.v. sdledes, at
bitup = by +u = b; + 1, da u er ulige. Men b;1yp = bi1n = by, hvilket ikke er lig
med b; + 1. Denne modstrid viser, at der findes et ¢ saledes at b;y, = b;. Da ingen
plads har seerlig forrang i disse cykliske talseet, har vi lov at antage at i = 1, altsa
at biyp = by. Vi har fra hjelpeseetning 1, at T'(b); = b; + b, for alle i. Det kan
omskrives til

(*) b =T(b); — bi—1,

hvilket kan anvendes til at overfgre den periodiske egenskab fra T'(b) til b . Vi vil
med et induktionsbevis vise at by,1, = by, for alle m (hvis indeks er stgrre end
n regner vi modulo n). Vi har netop vist, at udsagnet passer for m = 1. Derfor
antager vi, at det geelder for m < i og vil vise, at det ogsa geelder for m = i.

Vi antager altsé, at b;_1)4, = b;—1 og vil gerne vise at b;, = b;.

Vi har endvidere T'(b);4, = T'(b);, da vort udgangspunkt er at T'(b) er periodisk
med perioden p. Vi far nu ved at anvende (x) to gange for i = i og i = i + p:
by = T(b); —bi—1 = T(b)ixp — bi—1)4p = biyp, hvorefter induktionstrinnet er
bevist, og dermed er forste del af pastand 2) bevist. Anden del folger af, at der kun
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er endeligt mange bingere n-set, hvorfor 7" (b) pé et tidspunkt, som funktion af
m, ma lgbe ind i gentagelser. d

Saetning 6 Huvis x er et n-set, hvor n = u - 28, u er ulige, og k > 1, sd har x
endelig orden, hvis x er periodisk med perioden 2F.

Bevis: Hvis x er periodisk med perioden p = 2F (altsa at z; = Ziqp for alle i
med indices regnet modulo n), s& er T(x) ogsd periodisk med perioden p. Thi
T(x); = |x; — xi—1] 08 T(X)itp = |Titp — Titp—1], 0g de to koordinatdifferenser
er ens, da x er periodisk med perioden p. Men sa er ogsa T(T(X)) periodisk med
perioden p ud fra samme argument, og i det hele taget er 7™ (x) periodisk med
samme periode for ethvert naturligt tal m, hvilket let bevises ved induktion. Ifglge
seetning 3 er T (x) et bingert n-seet for et passende naturligt tal m. Ifglge det netop
beviste er T™(x) desuden periodisk med perioden p. Ifglge setning 5 er 7™ (x) da
af endelig orden, og dermed er x per definition ogsa af endelig orden. O

Eksempel 2 Satning 6 karakteriserer ikke endeligt n-sattene af endelig orden,
hvis for eksempel n = 12 = 3-22. Szetningen sikrer, at for eksempel (10, 10, 7,4, 10,
10,7,4,10,10,7,4) har endelig orden, men det har ogsa (10, 10, 13, 16, 10, 10, 7, 4, 10,
10,7,4), idet T taget pa de to 12-seet giver samme resultat.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 10 10 13 16 10 10 7 4 10 10 7 4
1 6 0 3 3 6 0 3 3 6 0 3 3
2 3 6 3 0 3 6 3 0 3 6 3 0
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 0 0 0 O O O 0 0 0o 0 0 O

Hermed er hovedsaetningen vist. Vi har i hovedsaetningen hele tiden arbejdet med n-
saet, hvor de enkelte koordinater skulle veere ikke-negative hele tal. Men szetningerne
gaelder for alle de hele tal og alle rationale tal, idet man, som vi har set, kan gange
et n-szet med et helt tal og addere et helt tal uden at det sendrer pa seettets orden
eller periodicitet. Sa et givet n-seet q med rationale koordinater ganges fgrst med
saettes feellesnaevner, og derefter adderes numerisk veerdien af det mindste tal i det
nu heltallige szt til alle koordinater. Sa har seettet faet ikke-negative heltallige
koefficienter og den beviste teori kan anvendes. Alle de beviste saetninger overfgres
da umiddelbart til q og altsé til alle talsset med rationale koordinater.

Irrationale koordinater i talkvadratet

Den generelle teori i foregdende afsnit geelder i maengden af rationale tal. Vi vil
derfor her undersgge, i hvilket omfang teorien kan overfgres til de reelle tal, idet
vi dog holder os til talkvadratet. Vi vil ogsad undersgge, om der skulle findes en
maksimal grezense for ordenen af elementer i talkvadratet.
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En eksperimentel undersggelse med et matematikpro- En million talszet
gram tyder pa hosstaende fordeling for firessets ordner. Dette Orden HYPPigheg

er, hvad bgrn ville na frem til, hvis de veelger talsset af formen (1) 0
(0,a,b,c), hvor a, b, ¢ veelges frit mellem 1 og 100. Hvor den 9 50
generelle teori i foregaende afsnit kun giver en gvre graense 3 9900
pa (100 — 1)(4 — 1) +4 = 301 for ordenen af sidanne talset, 4 505000
giver denne simulering af hvad bgrn ville finde en maksimal 5 176700
orden pa 13. Udvider man talomréadet skal man til at tage reg- 6 220700
. . . . 7 58770
netiden i betragtning, men finder dog op til 1000-graensen et 8 21260
talseet som (0, 298, 460, 548) med orden 16. 9 5512
Hvis man vil prgve at bevise, at man typisk far s& lave 10 1684
ordner ogsd med reelle talszet, s& kan man igen ngjes med at 11 360
betragte talszet af formen (0, a, b, ¢), idet man blot fratraekker 12 104
.. . . o 13 28
minimum fra et givet talset og forskyder sa 0 kommer pa |, 0
forstekoordinaten. Det er for mange kombinationer af de reelle 15 0
tal a, b, ¢ muligt at bevise, at ordenen er et endeligt og lille
tal, som det fremgar af oversigten nedenfor.
Maksimal orden af talsset pa formen (0,a,b,c)
Orden
1) bmindSt ..o <4
2) @ mindst
21) 0 <A< e i <6
22) a<b<c
223) a4+ c<20082a < b oo <5
222) 26<a4c08b <20 oo <7
224) 2b<a+cog22a<b
2241) 0 < et a—3b oot <8
2242) ¢4 3a =30 <0 it <8
2.243) ¢c+a—-3b<0<c+3a—3b
2.2431) 6b — 2c — 4a og 4b — 2¢ har ens fortegn ................. <9
2.2432) 4b—2c <0< 6b—2c—4a
2.24321) 0<10b—4a—4cog0<4b+2a—2¢ ...cocvnn.... <10
2.24322) 10b—4a—4c<0<4b+2a—2¢ ........... vilkarlig stor!
2.24323) 10b—4a—4c<0o0g4b+2a—2c¢<0 ....ocovnn... <8
221) a+c<2bogb<2a
2211) 0<c+b—3a0g0<3b—3a—c
2.2111) 20 < € it <6
2.2112) €< 20 i <8
2212) c4+b—3a<0<3b—3a—C ottt <6
2214) ¢4+b—-3a<0083b—3a—c<0 oivviiiiiiiiiiiii, <6
2213) 3b—3a—c<0<c+b-—3a
2.2131) 4a—2¢<00g84b—06a <0 ...ovviiiiiiiiiiiiii <7
22132) 4a—2c<0<4D—6a «oovnii <7
22133) 4b—6a <0 <40 —2C ooiiniii i <9
22134) 0<4a—2c0g0<4b—6a .......ccvvvvuien... vilkarlig stor!
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Som illustration af hvorledes man beviser pastandene i skemaet, gives et udpluk
af de vigtigste saetninger. Fgrst ser vi pa en hjeelpesatning, der ofte benyttes.

Hj=lpesatning
1) Fireseet af formen (a,b,a,b) har hgjst ordenen 2.
2) Fireseet af formen (a,a,b,b) har hgjst ordenen 3.

3) Firescet med et adskilt par ens (altsé af typen (z,b,y,b)) har ordenen hgjst 4.

Beuis:
1) T?(a,b,a,b) = T(|la — b|,|a — b|,]a — b],|a — b]) = (0,0,0,0).

2) T(a,a,b,b) = (la—1b|,0,|a—Db|,0), men ifplge 1) har sddanne fireseet hgjst orden
2. Derfor har (a, a,b,b) hgjst orden 3.

3) T(x,b,y,0) = (|l —b|,|x — b|,|y — b|,|y — b]), der ifplge 2) har orden hgjst 3.
Derfor har (z,b,y,b) hojst orden 4. O

Beviset vil nu dele sig op i en rackke seertilfeelde atheengig af sterrelsesforholdene
mellem de ikke-negative tal a, b og c. Tilfeeldene er nummereret som i oversigtsske-
maet. Nar vi i det fglgende taler om, at noget er mindst, sa tillader vi, at andet er
lige s& smat.

1) Hvis b er mindst, s& er T(0,a,b,¢) = (¢,a,a —b,c — b) og T'(¢,a,a — b,c — b) =
(b,|c—al,b,|c— a|). Her opstar allerede efter to transformationer et fireseet med to
par ens og endda af formen omtalt i hjselpessetningens punkt 1, hvis ordenen bliver
hgjst 2. Det folger heraf, at firesaet, der i geometrisk forstand har de to mindste tal
staende diametralt modsat, har orden hgjst 4.

2) Hvis b ikke er mindst, s& kan vi tillade os at antage, at a er mindst. Thi hvis ¢
var mindst, kunne vi spejlvende raekkefplgen af koordinater, hvilket klart ikke ville
have nogen indflydelse p& pastandene i saetningen. Man kan sige, at pastandene
er invariante under spejlvending, ligesom de er invariante under cyklisk forskyd-
ning, hvilket begge dele er abenlyst i den originale geometriske repraesentation af
problemet.

2.1) Hvis desuden ¢ er mindre end eller lig med b, altsd 0 < a < ¢ < b, s& far vi
et par adskilte ens allerede efter to transformationer, thi 72(0, a,b,c) = T(c,a,b —
a,b—c) = (|Jb—2¢|,c—a, |b—2a|,c— a). Kombineres med hjelpesatningens punkt
3 ses, at ordenen i dette tilfeelde h@jst bliver 6. Geometrisk udtrykt betyder det,
at hvis de to mindste tal i x star som naboer og de to stgrste ogsa er naboer, men
i modsat orden, sa har x hgjst orden 6.

2.2) Hvis b er mindre end eller lig med ¢, altsd 0 < a < b < ¢ s bliver vi ngdt
til at dele op i mange undertilfzelde for at kunne gennemregne resultatet. Allerede
T?%(0, a,b, c) giver problemer, idet 72(0,a, b, c) = T(c,a,b—a,c—b) = (b,c—a, |2a—
bl,|2b — (a + ¢)|) giver symbolsk forskellige resultater atheengigt af om folgende
uligheder (2.21 — 2.24) holder:

2.21) Hvis a + ¢ < 2b og b < 2a, sa er: T%(0,a,b,¢) = T(c,a,b — a,c — b) =
(b,c—a,2a—b,2b—a—c). Vislutter fra ulighederne, at c—a—b = (a+¢)—2a—b <

hansen.tex,v 1.12



Normat 2,/2004 Hans Christian Hansen 67

2b —2a — b = b — 2a < 0, hvorfor a + b — c er ikke-negativ og far: T2(0,a,b,c) =
T(b,c—a,2a—b,2b—a—c)=(a+c—ba+b—c,|c+b—3al,|3b — 3a —¢|). Her
bliver igen en raekke undertilfzelde.

2.211) Hvis0 < c+b—3a og 0 < 3b—3a —c, sa er T3(0,a,b,¢) = (a+c—b,a+
b—c,c+b—3a,3b — 3a — c). Heraf bestemmes T4(0,a, b, c) = (2¢ — 4b + 4a, 2¢ —
2b, |2¢ — 4al|,2c — 2b). 1 dette tilfeelde far vi altsd efter fire transformationer et par
adskilte ens. Ifglge hjeelpessetningen bliver ordenen da hgjst 8, og i dette tilfeelde
kan den samlede orden blive 8 for eksempel for x = (0, 25,46, 49). Hvis 2a < ¢, kan
numerisktegnet haeves, hvorefter det let vises, at T°(0, a, b, ¢) har (4a — 2b) pa alle
koordinater og (0, a, b, ¢) derfor kun far orden 6.

2.212) Hvisc+b—-3a<00g0<3b—3a—c,sdfasc+b—-3a<0<3b—3a—c
eller 2¢ < 2b. Med andre ord er b = c i dette tilfeelde, og vi finder T3(0, a,b,c) =
(a,a,|3a — 2b|,|2b — 3al|). Efter tre transformationer opndr vi altsd to par ens.
Ordenen bliver i dette tilfeelde saledes hgjst 6 ifglge hjaselpesasetningens punkt 2.

2.213) Hvis 0 < c+b—3a og 3b—3a—c < 0, sd er T3(0,a,b,¢) = (a+c—b,a+b—
¢,c+b—3a,c — 3b+ 3a). Heraf bestemmes T%(0, a, b, ¢) = (2b — 2a,2c — 2b, |4a —
2¢|, |4b — 6al). For at komme videre skal vi igen opdele i undertilfzelde.

2.2131) 4a — 2¢ < 0 og 4b — 6a < 0. Adderes disse uligheder fas: 4b < 2¢ + 2a.
Sammen med en af de definerende uligheder for 2.21, a + ¢ < 2b giver det at
a 4+ ¢ = 2b. Kombineres dette med 4a — 2¢ < 0 og 4b — 6a < 0 fas hhv 3a < 2b
og ¢ < 2a. Hvis ¢ < 2a, sd er a + ¢ < 3a < 2b, eller a + ¢ < 2b, hvilket strider
med a + ¢ = 2b. Altsd er ¢ = 2a. Heraf fglger a = %b og ¢ = %b. Vi kan nu let
reducere 74(0,a,b,c) = (2b — 2a,2c — 2b,2c — 4a,6a — 4b) til (a,a,0,0). Vi far
altsa i dette tilfaelde et dobbelt par i fjerde transformation og ordenen bliver ifglge
hjeelpeseetningen hgjst 7.

2.2132) 4a — 2¢ < 0 < 4b — 6a. Haever vi numerisktegnene far vi: T4(0,a,b,c) =
(2b — 2a,2c — 2b,2¢ — 4a,4b — 6a), hvoraf vi kan beregne T°(0,a,b,c) = (4a —
2b,4b — 2a — 2¢, 4a — 2b,4b — 2a — 2c¢). Ifplge hjxlpesetningen har et sddant adskilt
dobbeltpar orden 2, og ordenen af x bliver derfor hgjst 7.

2.2133) 4b — 6a < 0 < 4a — 2c. Haever vi numerisktegnene far vi: T74(0,a,b,c) =
(2b — 2a,2c — 2b,4a — 2¢,6a — 4b), hvoraf vi kan beregne T°(0,a,b,c) = (|8a —
6b|,4b — 2a — 2¢, |4¢ — 2b — 4a|,4b — 2a — 2¢). Her fremkommer altsé et adskilt par
efter 5 transformationer. Ifglge hjeelpesaetningen bliver ordenen af x hgjst 9.

2.2134) 0 < 4a — 2c og 0 < 4b — 6a. Vi vil reducere dette tilfeelde til tilfeelde 2.24,
idet det let vises, at T2(0,a,b,c) = (b,c — a,2a — b,2b — a — ¢) henhgrer under
tilfeelde 2.24. Problemet er imidlertid som vi straks skal se, at der findes et »hul« i
kategorien 2.24, hvor der ikke er gvre graense pa ordnerne. Og i dette tilfaelde kan
man faktisk havne i hullet 2.24322.

2.214) Hvis c+b—3a <0 0g 3b—3a —c < 0, sd er T3(0,a,b,¢) = (a+c —b,a +
b—c,3a—b—c,c—3b+3a). Heraf bestemmes T%(0, a, b, ¢) = (2b— 2a, 2¢ — 2b,2b —
2a,2c¢ — 2b), altsi to par ens efter fire transformationer. Talsaettets orden bliver
ifglge hjeselpesaetningen séledes hgjst 6.

Hermed er der gjort rede for alle resultaterne under kategorien 1, 2.1 og 2.21 i
oversigtsskemaet. De andre tilfeelde bevises pa tilsvarende vis.
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Talszt af uendelig orden

Af oversigtsskemaet fremgar, at de allerfleste 4-talsaet har en lille endelig orden.
Den eneste kategori, der volder bevistekniske problemer er 2.24322. Hvis man her
kunne bevise, at ordnerne havde en uniform gvre greense ville den samme graense
plus 2 geelde for det andet mulige hul ved 2.2134. Beviset kan imidlertid aldrig fin-
des, idet der findes et positivt irrationalt 4-seet med uendelig orden. Da et saddant
irrationalt talseet kan approksimeres vilkarlig godt med rationale talseet, findes der
positive rationale talseet med vilkdrlig stor orden og dermed ogsé (ved multipli-
kation med feellesnaevneren) naturlige talseet med vilkarlig stor orden. Talseettet
af uendelig orden findes ved fglgende overvejelse: Den eksperimentelle undersg-
gelse af talseet med hgj orden viser, at de generation efter generation forbliver
strengt aftagende — naesten som en geometrisk raekke — hen gennem koordinat-
erne. Vi vil derfor prgve at konstruere et talseet, der beviseligt har denne egen-
skab, og forsgger med et geometrisk aftagende szt (c,c?,¢,1) hvor altsa ¢ > 1.
Hvis vi kan bestemme c, siledes at ogsa T(c3,¢2,¢c,1) er geometrisk aftagende
med faktoren 1/c, s ville vi have at T(c®,c?,¢,1) = k- (c®,¢%,¢, 1), og dermed
T2(c3,c%,¢,1) = T(k (3,2 e, 1)) =k -T(3,c2c,1) =k k- (22 ¢ 1). Heraf
ses at hele eftersleegten til (c®,c2,¢c,1) ville veere en — fra nulreekken forskellig —
geometrisk raekke med faktor c. Heraf ville sa fglge at (3, c?, ¢, 1) havde uendelig
orden. Men kravet er, at vi kan fa T(c3, c?,¢,1) til at veere geometrisk aftagende
med faktoren 1/c. Da T(c3,c?,¢,1) = (¢*—1,¢3—c%, ¢ —¢,c—1) er denne betingelse
ensbetydende med: (¢ —1):(c3—c?) = ¢, (*—¢):(c—1) = cog (3 —c?):(c*—¢c) = .
Da de to sidste ligheder er opfyldt for enhver veerdi af ¢, finder vi det egentlige krav
til ¢ fra den forste lighed, der kan omskrives til ¢* — 2¢ + 1 = 0. Vi kan faktorisere
ct—2c3+1til (c—1)-(c® —c*—c—1). Da lgsningen ¢ = 1 giver et konstant talszt,
ma4 vi finde brugbare c-vaerdier blandt lgsningerne til ¢3 —c? —c—1 = 0. Denne tred-
jegradsligning har imidlertid kun en enkelt reel lgsning, der ved Cardanos metode
findes til:

3(V297+19  3/y/297—19 1
21 o7 T

3= 1.8392867552.

Tillaegges ¢ denne veerdi, vil alle talsset af formen ky - (€3 — ko, 2 — ko, ¢ — ko, 1 —ka),
hvor k1 < 0 og ko er vilkarlige reelle tal, samt cykliske forskydninger og spejlvendin-
ger af sddanne szt have uendelig orden. Det synes at veere et rimeligt » conjecturex,
at ingen andre 4-set har uendelig orden.

Tilsvarende findes der irrationale n-seet med uendelig orden for alle andre n som
er potenser af 2, fraregnet 2. For n = 8 findes dette talsset pa analog made som for
n = 4. Vi finder saledes at T(c”, %, ¢, c*, ¢, %, ¢!, 1) = k-(c”, b, %, c*, 3, c2, 1) 1),
hvor bade k og ¢ er positive, netop hvis ¢/ =¥ —®> =t = -2 —c! =1 =0,
hvilket giver ¢ = 1.99196419660503.

Et 16-sact af uendelig orden bestemmes til

(615,(3147013, 612,(3117010, 69,68,07,C6,C5, C4,(13,C2,C1, 1)

hvor ¢ = 1.999969. Ved stigende potens af 2 konvergerer denne c-veerdi hurtigt mod
2.
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Den gyldne trisektion

Hvis vi deler liniestykket med leengden a i tre stykker, der i faldende stgrrelsesorden
benaevnes b, ¢, 1 og inspireret af det gyldne snit forlanger, at a/b = b/c = ¢/1, sa
fas b = ¢? og a = ¢. Endvidere skal det hele veere lig med summen af delene, altsi
¢ = c® + ¢ + 1, hvilket netop er definitionen pa vor c-veerdi i foregaende afsnits
behandling af 4-seet. Det vil veere naturligt at kalde dette en gylden trisektion af
liniestykket a.

Inspireret af at det klassiske gyldne snit opnas som graenseveerdien af forholdet
mellem to p& hinanden fglgende led i Fibonaccis talfglge: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, hvor
hvert led er summen af de to foregdende, definerer vi en T-fglge? saledes:

Th=1 Ty=1 T3=1 Ty=1+1+1=3
og generelt T, =T,,_1 + T2+ Th_3.

Vi vil eksperimentelt sondere om denne fglge har vor c-veerdi, 1.83928, som green-
seveerdi for sine kvotienter:

T, 1113 5 9 17 31 57 105 193 355 653 1201
To/Thn-1 1113167 1.8 1.89 1.82 1.84 1.842 1.838 1.839 1.8394 1.8392
Hvis vi gar langt ud i talreekken bekreeftes denne tendens med s mange decimaler
som regnearket rader over. Vi vil her springe over beviset, der naturligt kan trackke
pa ideerne fra det tilsvarende bevis for det klassiske gyldne snit. T-fglgen kan bruges

til at finde gode heltallige approksimationer til elementet af uendelig orden.
Tho = 157305 Thz = 289329 Ty = 532159 T = 978793

Saledes opnar 4-saettet (157305, 289329, 532159, 978793) ordenen 34, og bliver sand-
synligvis (modulo addition af en konstant i alle koordinater) det eneste 4-saet med
tal mindre en 1 million med s& hgj en orden. Andres nogle af saettets koordinater
med +1 eller —1 falder ordenen med cirka 8. Tilsvarende finder vi et 4-seet med
koordinaterne mindre en 100 milliarder og orden lig 61, som det folgende der starter
med T40

Tyo = 9129195487 Ty = 16791208345 Tyo = 30883847113 Tz = 56804250945

Igen er talseettets orden sé fglsomt, at blot en variation pa +1 eller —1 i en enkelt
koordinat reducerer tallets orden med mindst 16. S& man skal ikke afvige for meget
fra den »gyldne middelvej«, der i dette tilfeelde er den gyldne trisektion.

Didaktisk efterskrift

En problemstilling som den her behandlede falder uden for det ssedvanlig ind-
hold i matematikholdige uddannelser. Men da man nu i stigende omfang gar over

2Der referes til denne T-fplge som Tribonacci fglgen i litteraturen om pa nettet.
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til at beskrive mal i kompetencetermer, kan problemstillingen vise sig paedago-
gisk interessant, da den trackker pa og aktiverer en reckke matematikkompetencer
som tankegangs-, reesonnements- og problembehandlingskompetencen. De indgar
i de danske lzeseplaner for leereruddannelsen fra sommeren 2004, hvor for eksem-
pel problembehandlingskompetencen beskrives kort som: Strategier og veerktgjer
til formulering og Igsning af matematiske problemer for eksempel: specialisering og
generalisering, analyse og syntese, skift af repraesentationsform og brug af relevante
hjeelpemidler, herunder IT.

I udgangspunktet s& vi pa en opgave for 3. klasse. Det interessante er imidlertid,
at problemstillingen giver anledning til en raekke delproblemstillinger, som eleven
eller den studerende selv kan veere med til at opstille og lgse pa alle niveauer fra
3. klasse til ind pa de fgrste ar af matematikstudiet. Der er rig mulighed for at
eksperimentere ved hjelp af regneark; de vigtigste resultater kan findes eksperi-
mentelt og de letteste beviser er der chancer for at kunne konstruere selv i dialog
med leereren.
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