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Vem var Pappus?

Tack vare nagra lysande matematiker i Alexandria fick den hellenska matemati-
ken en sista blomstringsperiod pa 300-talet (e Kr) innan den klingade ut under
400-talet. En av dem var Pappus (ca 290-350). Tva saker ar helt sikra rorande
honom: den ena ér, enligt egen kommentar till Ptolemeus stora astronomiska verk
Almagest, att han ar 320 iakttog en solférmorkelse; den andra, av vida storre be-
tydelse, &r att han dokumenterade sina féregangares och sin egen matematik i atta
bocker. Inte forran 1200 ar senare (1588) publicerades en Oversdttning pa latin.
Med hjalp av en fransk versattning [2] har jag plogat mig igenom de tjugo forsta
kapitlen av bok nr 4, fascinerad av de resultat som Pappus nadde rorande den
datida skomakarkniven, kallad opfnhoc (arbelos).

Det borjade med Arkimedes

Nar Pappus tog sig an studiet av skoma-
karkniven hade han tillgang till mycket av
den matematik som greker utvecklat un-
der den hellenska kulturperioden. Arkime-
des hade drygt 500 ar fére Pappus formu-
lerat och 16st nagra problem rérande sko-
makarkniven, vars kontur begréansas av tre
halvcirklar (figur la—c). Arkimedes fann Figur 1a
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(a) att arbelosarean = arean hos en cirkel, vars diameter ar lika med lingden av
den normal som tangerar de tva mindre halvcirklarna (figur 1a)

(b) att de tva cirklarna pa 6mse sidor om normalen i figur 1b &r lika stora

(¢c) en formel f6r radien i den cirkel som &r inskriven i figur lc

A

Figur 1b Figur 1c

Att bevisa (a) skulle kunna vara en uppgift pa gymnasiestadiet. De tva Gvriga
resultaten dr betydligt svarare att na. Arkimedes hérledning av (c) finns atergiven
i[4].

Pappus fann en vacker fortséttning

I dubbel mening byggde Pappus vidare pa Arkimedes tredje resultat: i konkret
avseende fortsatte han att inskriva allt mindre tangerande cirklar i kniven (figur
2), i abstrakt mening héirledde han diametern i dessa cirklar. Den formel han fann
ar osannolikt vacker. Med {A,} som centra i en f6ljd av allt mindre cirklar {c,}
och M,, som fotpunkt for normalen fran A, mot knivens vagrata baslinje géller
féljande formel for normalens langd:

(1) A, M, = n x diametern i cirkel ¢, (n>1)
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Hur nadde Pappus fram till detta resultat . ..

. som gav radien for hela den odndliga foljden av cirklar? Den som Gversatte
Pappus till franska, Paul Ver Fecke, ndmner i en av de talrika och klargérande
fotnoterna i [2] att den franske matematikern E. Catalan 1858 publicerade en mo-
dern och elegant hérledning av (1) i en uppsats [1]. Catalan utnyttjade metoden
att spegla skomakarkniven i en lampligt vald cirkel. Som i ett trollslag kommer
man da direkt till formel (1). (Harledningen finns refererad i t ex [4].) Uppenbar-
ligen var Pappus inte fortrogen med inversion (spegling) i cirkel; han nadde sitt
mal efter att ha tagit sig fram till tre hjalpsatser som sprangbrida. Det kravs ett
studium av drygt 12 sidor i 6versittningen (inkluderande figurvarianter av Pappus
samt Oversittarens instruktiva fotnoter) innan man nagorlunda kan 6verblicka hur
Pappus gick till viga. Av utrymmesskal maste vi hir begriansa oss till att frimst se
pa de verktyg som Pappus begagnade och ndja oss med exempel pa hur han jong-
lerade med proportioner. Vi ska se att han gang pa gang utnyttjade likformighet
hos trianglar.

Verktyg i Pappus utrustning

1. Hantering av analogier
Likheter av typ a/b = ¢/d, s k analogier, har en mycket stor betydelse, sarskilt i
likformighetslaran, eftersom de svarar mot proportionaliteter av denna typ.

Efter addition av 1 pa bada sidor évergar analogin ovan i en ny analogi,

a+b c+d
b d

Om man déremot subtraherar med 1 pa bada sidor far man

a—b_c—d
b d

Genom att ledvis dividera de tva erhallna likheterna med varandra kommer vi till
analogin

a+b c+d

(4) a—b c—d

2. Likstallda och omvant likstdllda figurer
Figur 3a visar ett exempel pa likstéllighet: tva trianglar OAB och OA’B’ &r lik-
stéllda med avseende pa hornet O. (Likstéllighetscentrum O sammanfaller hér med
ett triangelhorn.) De tva trianglarna har parallella sidor AB och A’B’ samt parvis
lika stora vinklar. Triangeln OAB &r en férminskning av triangeln O A’ B’ i skalan
OA : OA’; omvint kan vi se denna triangel som en forstoring av triangeln OAB i
skalan OA’ : OA.

De tva trianglarna ar likformiga: OAB o< OA’B’, varvid t ex analogierna a/a’ =
b/b’ och a/b=a’/t géller. I figur 3b &r trianglarna omvant likstéallda; de ligger pa

ulin.tex,v 1.8



16  Bengt Ulin Normat 1/2005

0 A

Figur 3a Figur 3b

motsatta sidor om O. Man kan se den omvénda likstélligheten som sammansatt
av en (direkt) likstallighet, kombinerad med en vridning 180° av den ena figuren
kring centrum O.

3. Thales sats

Greken Thales (6:e arh f Kr) kan ha varit den forste som dokumenterade ett bevis i
matematiken, namligen beviset av den kénda satsen att randvinkeln i en halvcirkel
ar rat.

4. Sekantsatsen

Sekantsatsen och den nérbesldktade kordasatsen utgor tillimpningar pa likformiga
trianglar. Med hjélp av satsen att randvinklar mot lika stora bagar i en cirkel &r
lika stora (se figur 4) bevisar man likheten

PAx PB=PCxPD

for tva godtyckligt dragna linjer PB och PC (sekanter) som skér cirkeln.

Figur 4 Figur 5

5. En hjalpsats av Pappus

Tre cirklar med centra A, B och C tangerar varandra tva och tva i T, U och V
enligt figur 5. A-cirkeln (v4) &r storst (radie a). E ar en punkt pa forlangningen av
centrumlinjen AB. Vi definierar D som skarningspunkt mellan y5 och linjen VU.
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Det ar inte svart att bevisa, att om och endast om en punkt E har ett sadant lage
att likheten EA/EB = a/b uppfylls, sa ligger punkten E i linje med D, U och V.
Pappus utvidgar denna hjélpsats med korollariet EU x EV = (ET)2.

6. En hjdlpsats av Arkimedes
I figur 6 &r cirkeln c likstéllt avbildad pa den
mindre cirkeln ¢’ varvid O utgdr gemensam ’ A
tangeringspunkt till cirklarna. Darvid over-
gar diametern AB i en med AB parallell
diameter A’B’. De tre punkterna A, O och
A’ ligger irat linje, likasa B, O och B’. Sam-
ma forhéallanden erhalls om den ena cirkeln
ligger inne i den andra.

Arkimedes hjélpsats ar omvéindningen:
om tva diametrar AB och C'D é&r parallella c
for tva cirklar med en tangeringspunkt O,
s.é .ligger diametrarnas andpunkter parvis i Figur 6: Parallella diametrar AB
linje med O. och A'B'.

~

Hur Pappus utnyttjade verktygen 1.—6.

H
Q A)Z
B K DM L C

Figur 7: Tangering i B, E och H. Diametern QZ &ar parallell med BC. AM, QZ
och ZL ar normaler. BC' = 2R, BD = 2r.

1° I anslutning till figur 7, dar tva halvcirklar tangerar varandra i B och dessutom
i punkterna E och H tangerar en cirkel med centrum A, hérleder Pappus formeln

(2)

BM BC+BD ; R+r
p  CD (:R—r)

dar R och r ar radier i den storre respektive den mindre halvcirkeln. Vi noterar
forst att figuren har rata Thales-vinklar vid E och H. Diametern QZ &r parallell
med BC. Darfor giller enligt Arkimedes hjilpsats (6. ovan) att E ligger dels pa
linjen BZ, dels pa linjen DQ samt att @ ligger pa linjen BH och Z pa linjen CH.
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Ur likformigheterna BHC « BQK och BED «x BZL kommer Pappus med hjilp
av sekantlikheten BH x BQ) = BZ x BE till analogin

BL BC
(3) BK ~ BD

som med hjalp av analogibildningen (A) och likheten BL 4+ BK = 2BM omformas

till (2). Darmed &r (2) bevisad.

C K BM L D

Figur 8: Tangering i B, E och H. Diametern QZ ar parallell med CD. AM, QK
och ZL &ar normaler. BC' = 2ry, BD = 2r».

2° Pa analogt sdtt som i 1° hérleder Pappus analogin (3) &ven for figur 8 (som
kompletterar figur 7 och anknyter till arbelosfiguren) och kommer med sin analogi-
teknik denna gang till likheten

BM T —To
4 — =
p r1+ T2

varvid ry och ro &r radier i den storre respektive den mindre halvcirkeln.

3° Ur likformigheterna BCH «x BK(Q och BCH x ZLC' hérleder Pappus vidare
sambandet

(5) BK x CL = (AM)?.

4° Med hjilp av de vunna resultaten (2)—(4) arbetar sig Pappus i 10 steg (innefat-
tande verktygen i avsnitt 1.-6.) till den likhet som blir det avgorande sprangbradet
for arbelossatsen: Pappus bevisar sambandet

PN  AM+2p
20 2p

(6)

i anslutning till figur 9. (Figuren &r spdckad med geometriska relationer!) Etappmal
ar bl a bevis av att BZ = ZQ och att SK (= SA) = p.
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Figur 9: Tangering i B, T, Q och U. AS = radie p; PO = radie p’. n = BZ, PN
och m = KM &r normaler, Z bestams av n x AP, K av m x BP; O och Q ligger
pa linjen BS; U ligger pa linjen V Z.

Slutsteget i beviset av arbelossatsen

Vi utgar fran (3), som omformas till
(7) BC x BK = BD x BL.

Pa samma sitt som (7) hérleddes (med sekantsatsen och tva likformigheter) hér-
leder man

(8) CBxCL=CD xCK.
Med analogitekniken i avsnitt 1. ovan hérleder Pappus ur (7) och (8) sambandet
(9) BK x CL = (KL)%
Nu utvisar (5) och (9) att AM = KL (= 2p;) (figur 2). Ddrmed &r (1) bevisad for
b :Vll .ska nu utnyttja det kdrnfulla sambandet (6). Av det nyss bevisade faktum
att AM + 2p; = 4p; f6ljer efter insdttning i (6) att

PN =2 x 2p,

dvs (1) &r bevisad for n = 2. Eftersom tredje cirkeln i figur 2 star i samma relation
till den andra som den andra till den forsta, foljer nu

PN+2P2=6[)2:3X2[)2
dvs (1) &r pavisad for n = 3.
Nu behéver man bara upprepa detta enkla additionsforfarande for att inse gil-

tigheten av (1) for alla n-viarden. Denna geometriska induktion bygger pa (6) som
iterationslank.
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Nog ér det fascinerande att se hur langt Pappus kunde komma med likformighet,
analogier och nagra andra verktyg, efter en médosam och knepig bergsbestigning
som ledde till en séllsynt vacker geometrisk upptéackt. Ur arbelosfigurernas rikedom
kan man hamta atskilliga uppgifter av varierande svarighetsgrad for undervisningen
i geometri.
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