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Gar man ut fra at «geometrien» kan identifiseres med et plant koordinatsystem,
byr geometrien pa mange anvendelser av Galoisteorien. En av dem er konstruksjon
av den reguleere 17-kanten. Da universalgeniet Karl Friedrich Gauss lgste dette
problemet (1795), fikk det ham til & velge matematikk istedet for klassiske studier,
noe som har hatt enorm betydning for matematikken. Gauss ikke bare konstruerte
17-kanten, men han knyttet konstruksjonen av regulzere polygoner til eksistensen
av primtall som ogsa er Fermattall (se [6]), det vil si av formen 22" 41, der n er et
naturlig tall. I [8] finnes en detaljert fremstilling av dette temaet.

Algebraikere flest vil gyensynlig helst ikke ut av algebraen nar de forst har festet
grepet; geometri er noe man ikke vil ta i. De finner derfor fire likninger av 2. grad
som ved suksessiv lgsning fgrer til et irrasjonalt uttrykk og sa er det bare a kon-
struere dette uttrykket heter det gjerne [5, 9]. De fire likningene utledes ogsa i [8].
De beviser at 17-kanten kan konstrueres, men forklaring pa hvordan likningene for-
holder seg til den angitte konstruksjon (av Richmond) ma man finne et annet sted,
for eksempel i [9], by using greater ingenuity. Forklaring mangler ogsa pa nettste-
det http://mathworld.wolfram.com/Heptadecagon.html som ellers inneholder
mange referanser til emnet.

De fire likningene har alle konstruerbare lgsninger. De guider oss derfor pa natur-
lig mate til en av konstruksjonene, without using greater ingenuity. Gauss utleder
de fire likningene i [2], Art. 354 og lgser dem med 10 desimaler. I [3], bind 2 side
187, berpmmer han en Erchinger (Herr Erchinger zu Thuningen im Konigreich
Wiirtemberg) for 4 ha omsatt hans likninger til geometriske konstruksjoner som, i
motsetning til andres, er utfort «mer i den rene geometris and». Gauss’ fremstil-
ling av saken er imidlertid idag sa uvanlig at det faktisk er lettere a gjenoppdage
Erchingers «rene geometri» enn a ga via Gauss. Hvorfor ikke bli med pa det?
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Likningene er alle av formen
(1) az® +bx +c =0, abc # 0
og kan omformes til
ew(m—}—é):‘E’:dQ, der e = +£1.
a a
Hvis ¢ = 41, vil sirkelen med sentrum i (—b/2a,0) som gar gjennom (0, d) skjeere

x-aksen i (21,0) og (x2,0), der x1,z2 er lgsninger av likning 1, uansett fortegnet
til b/a. Se figurene 2 og 3. Vi markerer bare én koordinat.

Hvis € = —1, er likning 1 derimot ekvivalent med
—r_ 4
d x+bla’
se figur 1.
o konstruksjon
e data
® * ¢
—b/a 1 —b/2a T 0

Figur 1: Geometrisk lgsning av —x(x + b/a) = d>.

Betingelsen for geometrisk lgsning er da selviglgelig at d < |b/2a|, som medferer at
b? — 4ac > 0.

Som nevnt utledes de fire likningene i [8]. I Galois-kontekst: la £ veere en primitiv
17. rot av 1 og la Q veere de rasjonale tall. Siden ¢ er rot i et geometrisk polynom
(2) i R L SR RV RS |
av grad 16 som er irredusibelt over Q, er Galoisgruppen til Q(§) over Q (gruppen
av de automorfismer for Q(§) som utvider identitetsavbildningen pa Q) av orden
16, og den er syklisk. Automorfismen 7 gitt ved at

7lo = 1]g (ngdvendigvis), &~ &

genererer den. Og redusert til absolutt minste eksponenter far vi

(3) I e e e T S ST
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hvor eksponentene deretter repeteres med motsatt fortegn.

Galoisteorien etablerer under visse betingelser (som er oppfylt her) en entydig
inklusjonsreverserende korrespondanse mellom undergrupper H av Galoisgruppen
til en kropp F' over en underkropp K og underkropper Fy av F' (bestaende av de
elementer som fikseres av hver automorfisme i H), slik at H ogsd er Galoisgruppen
til F over Fz. Dermed kan innbyrdes struktur for de kroppene som inneholder K
og er inneholdt i F' leses av som et speilbilde av undergruppesystemet til Galois-

gruppen.
Nar denne gruppen er syklisk av orden 16, far vi ett gruppetarn

(lag) — (%) — (%) = (%) — (1)
med det korresponderende tarn av fikskropper:

Q) « Kg «— Ky — Ky — Q.

2

Banen til £ under 7 (se formel 3) deler seg i to baner under 72, én som inneholder

57 {gil 612 €i4 giB}

med sum =: z; og én som inneholder ¢3;
{§i3 gif) €i6 £i7}

med sum =: xq, der x1, 29 € K3 \ Q, siden 7(x1) = z3. Siden £ er rot i polynomet
(2) folger det straks at x1 + 29 = —1 og (etter litt regning) at =1 - x2 = —4; x1, =2
er altsa rgtter i likningen

P +2x—-4=0 eller z(z+1)=2%
Den siste sier at 2 er geometrisk middel for x og = + 1.

2

NV
2 ‘v 2

Figur 2: Geometrisk lgsning av z(z + 1) = 22.
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Vi innfgrer en forkortet skrivemate;

@ = 251{1,2,4,8}7 Zg = Zgi{s,aw}

og bestemmer fire banesummer under gruppen (74);

Y= Zé-:l:{lA}7 Yo = 251{2,8}7 Y3 = 251{3,5}7 Yy = Zgi{G,?}.

Det er klart at y1 + y2 = =1 0g y3 + y4a = 2, og det er ikke seerlig strevsomt a
kontrollere at

Y1 Y2 =Yy3-ya=—L
Det folger at yi1, ya er rotter i likningen (y — x1)y = 1.

1

)
o

L2 O | ys

NS

1 Y

Figur 3: Lpsning av (y — z;)y = 1, i € {1,2}.

Konstruksjonen av rgttene ys, y4 i (y — x2)y = 1 er analog. Bare y; og den
positive yss konstruksjon er tatt med i figur 3. Vi observerer at

2() =2, T2(y3) = ya

slik at Ky = Ko(y;), i € {1,2,3,4}.
Vi setter na

zj = Zfi{j} =g pei=2. Re(gj)
(banesummer under gruppen (78)) og bemerker at
Yy1=21+24 08 Y3z =212
Det fglger at 21, z4 er rgtter i likningen
2 —pz+ys =0
som kan omformes til

—z2(z—y1) = 2(y1 — 2) = y3 = w?, w >0
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O Y3 T1 21 Y1

Figur 4: Lgsning av z(y1 — z) = y3 =: w®.

og lgses geometrisk som i figur 1. Men fgrst bestemmes w som geometrisk middel
av 1 og y3. Re(€!) = 21/2 bestemmer sa &.

Forbausende mange kjente matematikere har beskjeftiget seg med denne kon-
struksjonen. Goldenring [4] gir en oversikt over konstruksjonen(e)s historie som er
blitt ettertrykkelig anmeldt og supplert av Archibald i [1]. Det lille heftet [7] (26
sider) er utgitt for 1873 og derfor ikke til utlan fra norske biblioteker. [6] refererer
pa s. 204 konstruksjonen til Richmond med en kortfattet beskrivelse av prosedyren,
ikke mer.
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