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1 Indledning

Efter man i arhundreder havde sggt den algebraiske lgsning! til den generelle
n’tegradsligning, indtog den unge norske matematiker Niels Henrik Abel (1802—
1829) et nyt standpunkt, nemlig at den generelle n’tegradsligning er algebraisk
ulgselig for n > 4. Der var tidligere blevet stillet spgrgsmalstegn ved femtegradslig-
ningens ulgselighed af blandt andre Carl Friedrich Gauss (1777-1855) i 1801 og den
italienske matematiker Paolo Ruffini (1765-1822), hvoraf sidstneevnte i arene 1799—
1813 ogsa havde givet et par bud pa et bevis herfor, men det var fgrst med Abels
bevis anno 1826, at resultatet blev anerkendt i samtidens matematiske kredse.

Et andet ungt matematisk geni, franskmanden Evariste Galois (1811-1832), fulg-
te op pa Abels og Ruffinis resultat. Galois inddrog i sin teori dele af vore dages
gruppeteori og satte saledes med sit studie af klasser af lgsbare ligninger prikken
over i’et inden for den algebraiske ligningslgsningsteori, ved at vise hvilke klasser
af ligninger der er algebraisk lgsbare, og dermed hvilke klasser der ikke er.?

*Artiklen er grundet dens lzengde og omfang delt i to. Anden del kommer i nseste nummer af
Normat.

IMed en algebraisk lgsning menes en lgsning givet ved et algebraisk udtryk. Se definition 4.

2En moderne fremstilling af Galoisteori kan f.eks. findes i [31].
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Galois’ nyskabende arbejde, som forbinder algebraisk ligningslgsning og grup-
peteori, opfattes i dag som et paradigmeskift indenfor algebraen. Selv om der er
tale om et paradigmeskift markerede Galois’ »streg i sandet« dog ikke en fuld-
steendig overraskende ny begyndelse. Malet med neervaerende artikel er at vise, at
forbindelsen mellem algebraisk ligningslgsning og gruppeteori i virkeligheden har
udviklet sig mere kontinuert og med bidrag fra adskillige matematikere, hvis formal
oftest var uopnaeligt, nemlig at bestemme algebraiske lgsningsformler til generelle
ligninger.

Vi skal nedenfor se pa den algebraiske ligningslgsning i perioden fgr Gauss, Abel
og Galois. Neermere bestemt pa de tiltag indeholdende kombinatoriske elementer,
sasom permutationer samt invariansbetragtninger, der har haft betydning for den
videre udvikling af den algebraiske ligningslgsningsteori. Mere preaecist skal vi se pa
perioden fra Cardanos udgivelse af Ars Magna i 1545 til Cauchys behandling af
symmetriske funktioner i 1815, altsa en periode pa sma 300 ar.
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Niels Henrik Abel (1802-1829) Evariste Galois (1811-1832)

Forsggene pa at na frem til en algebraisk Igsning til den generelle n’tegradsligning
i ovennaevnte periode er mange og tilgangene vidt forskellige. Cardano og Ferrari
leegger i 1545 ud med at anvende substitutioner af rgdderne og hjselpeligninger
til at lgse savel tredje- som fjerdegradsligningen. Viete (1591) og Girard (1629)
opdager den symmetriske sammenhaeng mellem koefficienterne og rgdderne i et
polynomium og kan pa den made udtrykke koefficienterne i termer af rgdderne.
Tschirnhaus (1683), Euler (1732) og Bézout (1764) forspger med variabelskift og
elimination at finde en generel lgsningsformel for n’tegradsligningen. Denne tidlige
del af perioden synes praeget af den alkymistiske tankegang som pa dette tidspunkt
huserer i det vestlige Europa. Pa samme made som alkymisterne havde en fast
tro pa, at de kunne lave guld ved systematisk variation af kemiske forbindelser,
havde disse matematikere en fast tro pa, at nar koefficienterne kunne udtrykkes ved
rgdderne, sa matte ogsa rédderne kunne udtrykkes ved systematisk kombination
af koefficienterne — det gjaldt blot om at finde det rette »blandingsforhold«.

I arene 1770-1771 tager udviklingen for alvor fart, og der udkommer tre vigtige
afhandlinger af henholdsvis Waring, Vandermonde og Lagrange. Hvor disse tres
forgeengere er praeget af den alkymistiske tilgang til ligningslgsningen, er disse tre
langt mere analyserende i deres tilgange. Waring fremsaetter sin hovedssetning for
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symmetriske polynomier. Vandermonde viser noget tilsvarende, men underkaster
ogsa de allerede kendte lgsningsformler en mindre analyse. Lagrange udfgrer en
omfattende og grundig analyse af de kendte lgsningsformler og de tidligere fore-
slaede lgsningsmetoder til den generelle n’tegradsligning. Ruffini sgger i arene fra
1799 til 1813 at vise, at den generelle femtegradsligning ikke kan lgses algebraisk
og udvikler ved denne lejlighed sit permutationsbegreb. Ogsa Cauchy giver i 1815
vaesentlige bidrag til den i dag kendte permutationsteori. Mange elementer af sa-
vel Ruffinis som af Cauchys arbejder er i dag at finde som dele af den velkendte
gruppeteori.

Umiddelbart kan det se ud som om, at de ca. 200 ar fra Cardanos Ars Magna
og frem til de tre athandlinger i 1770-1771 er »slgve« og uden de store fremskridt.
Dette mener vi imidlertid ikke er rigtigt. Det er netop i disse ar, at Viete indfgrer
»bogstavregningen«, et tiltag der pa alle mader er banebrydende, da det danner
grundlaget for den moderne videnskabelige fremgangsmade, og det er ogsa i denne
periode at symmetribetragtningerne angaende forholdet mellem et polynomiums
koefficienter og dets rgdder for alvor vinder frem. Overordnet kan man sige, at
hovedparten af de i denne artikel fremstillede matematiske arbejder ikke i deres
samtid blev opfattet som revolutionerende, i og med at de ikke opnaede deres mal,
men set i »bagklogskabens lys« ma disse, via deres nye tiltag og forskellige tilgange
til problemet, siges at have lagt fundamentet for Abels og Galois’ teorier.

Efter en gennemgang af de ovennavnte matematikeres vigtigste bidrag til den
algebraiske ligningslgsning samt en lgbende undersggelse af deres anvendelse af
kombinationer, permutationer og invariansbetragtninger, skal vi afslutningsvis sg-
ge at fremdrage generelle traek ved disse matematikeres forskellige tilgange til lig-
ningslgsningen. Disse er aspekter af historien bag ligningslgsningsteorien, som synes
forbigaet i litteraturen.

2 Kvadratkompletering og substitutionstrick

Den fgrste kendte lgsning til andengradsligningen kendes fra en babylonsk tavle
og kan dateres tilbage til 2000 f.v.t. [17], senere forefindes lgsningerne hos savel de
graeske (ca. 300 f.v.t.) som de arabiske og indiske matematikere (700-tallet) [5], [33].
De generelle algebraiske lgsningsformler for tredje- og fjerdegradsligningen fremkom
dog ikke fgrend midt i 1500-tallet — altsa ca. 3500 ar efter at man kendte lgsningen
til andengradsligningen. Hvorfor skulle der ga sa lang tid fgr der skete noget nyt pa
ligningslgsningsomradet? Og hvorfor skulle der ga henved 300 ar yderligere inden
man fandt ud af, at den generelle femtegradsligning ikke kan lgses algebraisk? Det
er nogle af de spgrgsmal man unsegteligt stiller sig selv, nar man studerer historien
bag den algebraiske ligningslgsning. En stor del af svaret skal findes i de teknikker
og angrebsmetoder, der er blevet anvendt op igennem tiden.

Den aldste og mest vedholdende teknik til lgsning af den generelle andengrads-
ligning

(1) ? + a1z +ap =0
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bygger pa teknikken kvadratkompletering. Kvadratkompletering bestar i fglgende;

forst omskrives (1) til 22 + ajz = —ag og dernzest leegges (3a1)? til pa begge sider
2 2
0 vt () = (5

Nu observeres det at venstresiden af (2) er kvadratet pa en to-leddet stgrrelse (ogsa
kaldet et perfekt kvadrat), hvorfor man far

2 =(2) 2 —xy(3)
<w+ 2) 2 o & T+ 2 @0

Ud fra denne opnas de velkendte Igsninger af andengradsligningen

ai a1 2
g5 e
T 5 5 ap

Kvadratkompletering er en blaendende teknik, men desveerre lader den sig ikke
generalisere. Babylonerne benyttede sig af kvadratkompletering [17], men selvom
fremskridtene inden for matematikken har veeret store siden da, skulle der alligevel
ga mere end 3500 ar fgrend nogen fandt en metode til lgsning af tredjegradslig-
ningen. Man kan saledes veere tilbgjelig til at mene, at kvadratkompleteringen, i
og med at det netop er en sa forbleendende teknik, bzerer en stor del af skylden for
den manglende udvikling af nye metoder til lgsning af algebraiske ligninger. Den
har altsa om man sa ma sige skygget for nye initiativer.

2.1 Cardanos Ars Magna

I midten af 1500-tallet begyndte matematikerne at skabe »nyt«, i stedet for blot at
fortolke og videreudvikle gamle skrifter. Det fgrste gennembrud med hensyn til alge-
braiske lgsningsmodeller for tredjegradsligningen fandt sted i renaessancens Italien
med matematikere som Scipione del Ferro (1465-1526) og Niccold Fontana (1499—
1557), ogsa kaldet Tartaglia [10]. Hverken del Ferro eller Tartaglia offentliggjorde
dog noget om lgsningen af tredjegradsligninger, dette skete forst med udgivelsen
af den italienske matematiker, leege og astrolog Girolamo Cardanos (1501-1576)
veerk Ars Magna fra 1545.3 Heri fremleegger Cardano, foruden Tartaglias og si-
ne egne lgsningsformler til tredjegradsligningen, ogsa sin elev Lodovico Ferraris
(1522-1565) lgsning for fjerdegradsligningen.

Pa Cardanos tid var tilgangen til ligningslgsningen geometrisk, og man betrag-
tede leddene i ligningen som egenskaber ved en geometrisk figur (f.eks et kvadrat),
og lgsningen til ligningen som et liniestykke. Ars Magna er derfor ogsa preeget af
denne geometriske tilgang, hvilket ikke mindst fremgar af de mange skitser til de
forskellige typer af tredjegradsligninger — Cardano betragter ligesom sine forgaen-
gere de forskellige typer af tredjegradsligninger (23 + cz = d, 23 = cx + d osv.)
seperat. Denne geometriske anskuelse af ligningslgsning bevirker ligeledes, at det

3Historien om del Ferros lgsning af tredjegradsligningen, hans elevs dyst med Tartaglia samt
hvorledes Cardano fik lgsningsformlerne af Tartaglia er at finde adskillige steder i litteraturen,
f.eks. i [4] og [5].
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ikke er naturligt at beskaeftige sig med fjerdegradsligningen. Ikke desto mindre
praesenterer Cardano, som han selv udtrykker det »af ngdvendighed eller af ren og
skeer nysgerrighed« [10], Ferraris lgsning til fjerdegradsligningen. Vi vil ikke gen-
nemgé Ferraris lgsning her,* men blot pointere at metoden bygger pa anvendelsen
af en hjaelpeligning af grad 3 samt anvendelsen af kvadratkompletering. I og med
at kvadratkompletering ikke lader sig generalisere, kan Ferraris metode ikke siges
at veere szrligt fremadpegende.

Cardano opdelte som ovenfor neevnt ligningerne i forskellige typer, hvorfor han
ikke far udtrykt en Igsningsformel for den generelle tredjegradsligning, men derimod
en lgsningsformel for hver af de forskellige typer af tredjegradsligninger. Fglgende
moderne gennemgang af lgsningen til den generelle tredjegradsligning adskiller sig
ikke fundamentalt fra Cardanos oprindelige tilgang, omend der er visse afvigelser.
Nogle af disse er for eksempel, at Cardano indsaetter specifikke vaerdier for koeffi-
cienterne samt at han anvender udtrykket y = u — v i stedet for det nedenstaende
y =u+ v [10].

Ligesom Igsningen af andengradsligningen bygger lgsningen af tredjegradslig-
ningen pa et trick (kvadratkompletering er jo i en vis forstand et trick), blot er
dette trick af en fundamentalt anderledes karakter. Det gar ud pa ferst at foretage
en substitution og dernaest udtrykke den ubekendte som summen af to andre ube-
kendte; y = u + v (et af de mest symmetriske udtryk man kan forestille sig), og
pa den made til sidst reducere en tredjegradsligning til én andengradsligning og to
trivielle tredjegradsligninger. Men fgrst en ngdvendig definition for nedenstaende
gennemgang.

Definition 1 Med en primitiv n’te enhedsrod w forstas en lgsning til ligningen
2" — 1 =0, med den egenskab at de n rodder til denne ligning er w,w?,w3, ... w"
hvor w™ = 1.5 Bemark at hvis n er et primtal, sa er enhver n’te enhedsrod forskellig

fra 1 en primitiv n’te enhedsrod.

Lad os nu betragte den generelle tredjegradsligning
(3) 23 + agz? + ayx + ag = 0.

Forste skridt i lgsningsproceduren er at man i (3) fjerner andengradsleddet ved
substitutionen # = y — a. Indsat i (3) opnas da

(4) y*+py+q=0,
hvor p = a1 — %a% og q= 2%@% — %agal + ag. Vi benytter nu tricket med at saette

y = u + v, hvilket ved indsaettelse i (4) giver
(5) u® + 03 + (Buv + p)(u+v) +q = 0.

Uanset hvad summen af de to tal uw og v er, er det altid muligt at veelge deres
produkt, uv, vilkarligt. Hvis u +v = A og vi gnsker at uwv = B, fas da v = A — u,
at

wA—-u)=B <& u’—-Au+B=0,

4For en uddybende gennemgang se f.eks. [33].
5Eksempelvis har ¢ — 1 = 0 fjerdergdderne 1, —1,4, —i, hvor kun i og —i er primitive.
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hvorfor det er tilstrackkeligt at u er en lgsning til denne andengradsligning, da vi
jo ved at enhver andengradsligning enten har reelle eller komplekse rgdder.
I dette tilfeelde er u + v jo lig den gnskede rod y i tredjegradsligningen, og

produktet uv veelger vi at underleegge betingelsen 3uv = —p, det vil sige
3
p
6 S = -
(6) uv o7

Af (5) far man da
(7) u +v° = —q.

Nu fglger af (6) og (7) at u® og v3 er rgdder i andengradspolynomiet® (eller hjeel-
peligningen)
P

t2 4 qt — = =0.
(8) +tat— 52 =0

Lgses (8) ved den szdvanlige formel findes rogdderne

9) u3=—g+ — Tt 55080V = —o —(\/—+ -

Lgsningen af den generelle tredjegradsligning er saledes reduceret til lgsningen af
en andengradsligning og til ligningerne (9). Tager man i betragtning, at 3uv = —p,
og at kubikrgdderne kun er bestemt op til en tredje enhedsrod, sa fglger det af
y = u+ v, at de tre rgdder y1, y2 og ys til (4) er givet ved formlerne

Her er w en primitiv tredje enhedsrod.

Den lzere der viderebringes fra aret 1545 til senere matematikere er altsa at;
andengradsligningen lgses ved hjeelp af kvadratkompletering, tredjegradsligningen
ved hjeelp af brugen af substitutioner samt en hjeelpeligning og fjerdegradsligningen
ved hjeelp af en hjeelpeligning samt kvadratkompletering. Cardanos vigtigste bidrag
til eftertidens matematikere er altsa brugen af et substitutionstrick til lgsning af
tredjegradsligningen.

Til trods for den geometriske indgangsvinkel i Ars Magna vidner Cardanos sub-
stitutionstrick samt undersggelserne af fjerdegradsligninger ikke desto mindre om

6Det fglger eksempelvis af Viete-relationerne (se afsnit 3).
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en vis abstraktion. I vore dages terminologi fremgar brugen af et udvidelseslegeme
(her C) saledes tydeligt i ovenstaende moderne og helt formelle gennemgang af
Cardanos formler.

Det matematiske abstraktionsniveau haeves dog fgrst op til hidtil usete hgjder
af Viete, der med sit veerk fra 1591 pa det nsermeste laegger grundlaget for hele den
abstrakte matematik.

Girolamo Cardano (1501-1576) Francois Viete (1540-1603)

3 Sammenhangen mellem rgdder og koefficienter
De i dag sakaldte Viete-relationer giver en sammenhaeng mellem koefficienterne i
et polynomium og dets rgdder, og de defineres som fglger: Har man det generelle
n’tegradspolynomium

"+ ap_12" V. a4 ag =0,
hvor x1, xs, ..., x, er rgdderne, fas faktoriseringen

2"+ ap 12" L Fartag= (- 1) (T —20) - (T — T).

Ganger man nu hgjresiden ud og sammenligner koefficienterne opnas Viete-relatio-
nerne

—Qp_1 =21 +To+...+Tpn_1+2Typ =81

Up_2 =T1Ta+ ... +21Tp + X234+ ... +TpH_12H = S2

(—1)nao =T1X2 " Tpn—-1Ln = Sn,

hvor si,$3,...,5, kendes som de elementere symmetriske polynomier (eller de
elementzere symmetriske funktioner) i de n variable x1, ..., x,. Med et symmetrisk
polynomium menes fglgende:
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Definition 2 (Symmetrisk polynomium) Et polynomium f(x1,...,2,) i den
vartable x4, ..., x, over et givet legeme kaldes symmetrisk, hvis

f(xa(l)amo(Q)a s 7330'(77,)) = f(%l,ﬂ?g, .. '7mn)

for enhver permutation o af symbolerne 1,2,...,n. Indfores notationen

fg(flfl,l’Q, s ;x’n) = f(x0(1)7x0'(2)7 s 71'0'(71))7

bliver betingelsen da f, = f.

Viete-relationerne i ovennaevnte generelle form blev fremsat af Albert Girard (1595
1632) i hans artikel Invention nouvelle en ’algébre fra 1629, men de er opkaldt efter
Frangois Viete (1540-1603) grundet hans tidligere delvise observationer af disse.

Viete heaever i sit veerk In Artem Analyticem Isagoge [38] fra 1591 abstraktions-
niveauet markant, idet han introducerer en ny systematisk algebraisk notation. Et
sadant tiltag var pakraevet, da den tidligere algebraiske notationsform var sa uegnet
og omstaendelig, at det ofte satte praktiske begraensninger. Viete foreslar med sin
notation at anvende bogstaver som symboler for matematiske stgrrelser; vokaler til
de ukendte storrelser og konsonanter til de kendte. I gvrigt er det ogsa Viete, der
indfgrer betegnelserne »polynomium« og »koefficient« i algebraen [30]. Et andet
omrade hvor Viete ligeledes udfgrte banebrydende arbejde var indenfor kryptogra-
fi og kodebrydning [8], discipliner der baserer sig pa studier af kombinationer og
saledes ikke 1a fjernt fra datidens tilgang til algebraisk ligningslgsning.

Viete pointerer i sit veerk fra 1591 vigtigheden af at forsta strukturen i et po-
lynomium, det vil sige sammenhaengen mellem koefficienterne og rgdderne. Dette
udmgnter sig i et studie af specifikke ligningstyper, f.eks. tredjegradsligningen

(10) BPX — X3 =75,

Her henviser »eksponenterne« for koefficienterne B og Z til koefficienternes dimen-
sion. Det vil sige, at p og s star for henholdsvis »plano« (planen med dimension 2)
og »solido« (en rumlig figur med dimension 3). Viete teenker altsa pa leddene som
geometriske stgrrelser og sgrger derfor for at alle leddene far samme dimension.”

Viete lader nu A og E veere rodder i (10) og antager at A > E. Han betragter
dernaest ligningerne

(11) BPA — A% = 7Z°
0g
(12) BPE — E° = Z°.

Da hgjresiderne af (11) og (12) begge er lig Z°, kan han satte venstresiderne lig
hinanden

(13) A3 - E*=BPA-B’E & A?+E?+ AE=DP,

"Eksempelvis er B® koefficienten til forstegradsleddet i en fjerdegradsligning. Se f.cks. [38].
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hvor anden del af (13) fas ved at dividere igennem med A — E. Viete har saledes
vist, at BP er summen af kvadraterne af de to rgdder plus deres produkt. Ligeledes

viser han, at
75 = A’E + E?A,

hvilket fas ved at erstatte B? med A? + E? + AE i (11).

Vietes ovenstaende resultater stemmer fint overens med Viete-relationerne. Dog
ser han kun pa to af redderne i tredjegradsligningen, som i moderne notation svarer
til ligningen

2+ asx? + a1z + ag =0,

hvor as = 0, a; = —BP og ap = Z*°. Han kalder disse rgdder for A og E. Vi kan nu
med henvisning til Viete-relationerne bestemme den sidste rod, som vi vil kalde I,
og vi far

—ay=A+E+1=0 = I=—-(A+4+EF)

(bemeerk at denne rod for A, E > 0 er negativ). Med kendskab til den sidste rod
kan vi opskrive folgende relationer

ay=—BP =AE+ Al +EI = AE — A(A+ E) - E(A+E)
= BP=A24+ E%*+ AE,
—ag=—2°=AEl = —AE(A+E)
= 7°=A%’E + AE?,

hvilket er de samme resultater som dem Viete opnar. Altsa bestemmer Viete for
specifikke ligningstyper koefficienterne udtrykt ved rédderne, men blandt andet pa
grund af en manglende beskrivelse af alle redderne til en ligning lykkes det ham ikke
at generalisere sammenhangen fuldstendigt. Viete accepterer ikke negative rgdder
til polynomier [19], hvilket ma anses som en mulig forklaring pa hans manglende
succes i formuleringen af relationerne i en mere generel kontekst.

Den fgrste det derimod lykkedes at formulere sammenhaengen mellem koeffici-
enter og rgdder i det generelle n’tegradspolynomium (i den enkle form vi kender
i dag) var som nzevnt Girard. Det at der virkelig findes n komplekse rgdder til en
n’tegradsligning viser Girard naturligvis ikke — det blev fgrst endeligt bevist med
algebraens fundamentalszetning. Set med moderne matematiske gjne kan man dog
sige, at Girard viser eksistensen af et udvidelseslegeme, hvori polynomier har n
rgdder.

4 Eliminationsmetoderne

De ca. 200 ar fra 1545 til 1770 bgd pa diverse metoder af savel Tschirnhaus som
Euler og Bézout, hvis mal alle er at lgse den generelle n’tegradsligning. Selvfalgelig
formar ingen af metoderne dette, men ikke desto mindre er de stadigveek interessan-
te, da de har faet senere matematikere — specielt Lagrange — til at tzenke nsermere
over, hvorfor de ikke fungerer.

Men fgrst et par for afsnittet ngdvendige definitioner.
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Definition 3 Ft rationalt udtryk er et udtryk sammensat af koefficienter fra et
givet legeme ved operationerne addition, subtraktion, multiplikation (og dermed po-
tensoplaftning) samt division.

Definition 4 Ft algebraisk eller et radikalt udtryk er et rationalt udtryk, hvorom
det gelder, at ogsa roduddragning er en tilladt operation.

Definition 5 Med en ren ligning (eller et monom) forstas en ligning af formen
" —r=0.

4.1 Tschirnhaus’ transformation
Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (1651-1708) var ligeledes en matematiker med
adskillige interesseomrader. I dag er han dog nok mest kendt for udviklingen af en
metode til fremstilling af porceleen; endnu et biprodukt af datidens alkymistiske
aktiviteter. I 1683 gav Tschirnhaus i en 4-siders »note« sit bidrag til den algebraiske
ligningslgsning i form af sin »metode til at eliminere alle mellemliggende led i
en given ligning«.® Metoden skulle ifglge Tschirnhaus selv kunne lgse vilkarlige
ligninger af enhver grad, hvad den selvfglgelig ikke kan.

Metoden bygger videre pa, at det altid er muligt at eliminere andet led i et
vilkarligt n’tegradspolynomium [22]. Mere przecist tager den udgangspunkt i, at
n’tegradspolynomiet

(14) "+ ap_ 12" 4 az 4 a9 =0,

nar der foretages fglgende generelle variabelskift

(15) Yy=a" 4+ bp_12™ L. bz + by

(for m < n), kan omskrives til en ligning, hvori et antal led er elimineret. Man

vil med passende valg af de m parametre bg,bq,...,b,,_1 saledes opna fglgende
resulterende ligning i y

Y '+ ey ey e =0,
hvor m vilkarlige af koefficienterne ¢; kan elimineres. Dette kan lade sig ggre idet
¢; er udtrykt ved koefficienterne i (14) og (15) og da (bg,b1,...,bm—1) giver m
frihedsgrader til at opfylde m betingelser. Specielt vil man, hvis m = n — 1, kunne

fa alle led elimineret pa naer eksempelvis det fgrste og sidste. Ligningen i y bliver
saledes en ren ligning pa formen

yn+COZO7

og kan derved abenlyst lgses algebraisk. Saettes y = y/—cp ind i (15) fas en lgsning
til den oprindelige n’tegradsligning (14), ved at lgse en ligning af grad m =n — 1:

2" b, x4 b+ by = v —co.

8 Methodus auferendi omnes terminos intermedios ex data aequatione.
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Ved hjelp af induktion efter graden fglger det, at ligninger af enhver grad kan lgses
ved radikaler [33].

Der er imidlertid et problem ved metoden, og det er, at for at fa alle koeffi-
cienterne c1,co,...,c,_1 til at »ga ud« skal man lgse et system af ligninger af
forskellig grad i parametrene b;, og dette system kan veere sardeles sveert at lgse.
Faktisk svarer det til at lgse en enkelt ligning af grad (n — 1)!, og umiddelbart
virker metoden altsa ikke for n > 3, undtagen hvis ligningen af grad (n — 1)! har
karakteristika som ggr, at den kan reduceres til ligninger af grad mindre end n [33].
Dette viser sig at veere tilfeeldet for n = 4, hvor den resulterende sjettegradsligning
kan faktoriseres til et produkt af faktorer af grad 2, hvis koefficienter er lgsninger
til tredjegradsligninger. For n > 5 findes der ingen sddan abenbar simplifikation.”

Ehrenfried Walter von Tschirnhaus Leonhard Euler (1707-1783)
(1651-1708)

Den svenske matematiker Erland Samuel Bring (1736-1798) udviklede ligeledes en
metode til lgsning af femtegradsligningen og viste i denne forbindelse, at enhver
femtegradsligning kan transformeres til y® 4+ diy + dp. Vi vil imidlertid ikke komme
nzrmere ind pa metoden her, bortset fra blot at nsevne at den er et ikke-trivielt spe-
cialtilfzelde af Tschirnhaus’ transformation. Brings transformation blev genopdaget
og generaliseret uafthaengigt af engleenderen George Birch Jerrard (1804-1863) i ar-
ene 1832-1835. For en videre diskussion af Tschirnhaus’, Brings og Jerrards metoder
se f.eks. [3].

4.2 Kommentarer til Eulers og Bézouts metoder

Ogsa Leonhard Euler (1707-1783) foreslog en eliminationsmetode, som er meget
lig den af Tschirnhaus [26]. Af denne grund vil den have de samme problemer
som Tschirnhaus’ metode, hvilket Lagrange da ogsa papeger i sin gennemgang af
metoderne. Euler bragte i sit betydningsfulde veerk Vollstandige Anleitung zur Al-
gebra [14] (som udkom pa tysk i 1770) imidlertid ogsa en modifikation af Cardanos
metode til lgsning af tredjegradsligningen samt en ny metode til lgsning af fjerde-
gradsligningen.

9For sammensatte tal n kan Tschirnhaus’ metode anvendes pa anden (og formentlig nemmere)

vis. I f.eks. tilfeeldet » = 4 kan man ved at eliminere y- og y3-leddet opna en andengradsligning i

v
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Etienne Bézout (1730-1783) skrev i 1764 en artikel, Sur le degré des équations
résultantes de [’évanouissement des inconnues, som er speciel interessant, da han
som den fgrste matematiker her foreslar en eksplicit brug af enhedsrgdder til 1gs-
ning af ligninger af grad op til og med fire [33]. Bézout var bekendt med de tidligere
metoder af Tschirnhaus og Euler, og hans metode traekker da ogsa en hel del pa
Tschirnhaus’. Men Bézout var ogsa bekendt med problemet omhandlende den re-
sulterende ligning af grad (n — 1)! i Tschirnhaus’ metode, og rent faktisk var han
den fgrste der viste at det forholdt sig sadan. Bézout vurderede dog stadig, ligesom
Tschirnhaus gjorde det om sin, at hans metode ville virke for polynomier af grad
storre end fire [33]. Men Lagrange viser i sin store athandling fra 1771 at og hvorfor
det ikke forholder sig sadan.

En ting som ved gennemgangen af de ca. 200 ar fra 1545 til 1770 er pafaldende,
er maden, hvorved matematikerne forsggte at komme frem til de rigtige lgsninger
pa deres problemer. Hele tiden forsggte de at opna stgrre generalitet ved at sendre
blot en lille smule pa de allerede etablerede metoder. Ogsa i dette aspekt synes pe-
riodens matematikere pavirket af tidens alkymistiske tankegang. Pa samme made
som alkymisterne forsggte at lave guld ved hele tiden at blande forskellige metaller
pa forskellig vis, forsggte disse matematikere at bestemme rgdder udfra forskelli-
ge kombinationer af ligningernes koefficienter: Ved at »rafle« tilstraekkeligt leenge
med koefficienterne, kan man habe pa at veere heldig, at »sla« netop den kombina-
tion som fgrer til en afslgring af rodderne. Parallellen med alkymien bliver saledes
dobbelt; (1) den faste tro pa, at alt kunne opnas og afdaekkes ved systematisk at
kombinere forskellige »ingredienser« pa forskellig vis, og (2) den indsedte spgen ef-
ter det uopnaelige (guld, henholdsvis algebraiske lgsningsformler for den generelle
n’tegradsligning), en sggen som maske i leengden, med kombinatorikkens grund-
laegning, skulle vise sig at give langt mere vaerdifulde resultater end de oprindeligt
sggte.

Den alkymistiske tankegang som herskede i vores del af Europa er noget helt
specielt i den forstand, at den ikke var udbredt i andre dele af verden. Rusland, for
eksempel, var slet ikke praeget af denne tanke [1]. Som naevnt synes Tschirnhaus
iseer pavirket af den alkymistiske tanke ikke mindst grundet hans arbejde med
fremstilling af porceleen, men ogsa Cardano og Viete synes under denne pavirkning,
hvilket underbygges bl.a. af Cardanos interesse for astrologi og Vietes arbejde med
kodebrydning og kryptering.

5 En mere analytisk tilgang

Arene 1770-1771 blev skelsattende i ligningslgsningsteoriens historie. Her blev
der nemlig offentliggjort tre!® betydelige afhandlinger alle viet til ligningslgsnings-
teorien. Afhandlingerne blev praesenteret ved akademierne i London, Paris og Berlin
af henholdsvis Waring, Vandermonde og Lagrange [30]. Hver af disse afhandlinger
indeholder vigtige bidrag til teorien om lgsningen af ligninger, og samtidig benyt-
ter forfatterne sig her af nye metoder og angrebsvinkler, hvori der indgar savel
symmetribetragtninger som permutationer.

10Faktisk er der tale om fire, idet Gianfrancesco Malfatti (1731-1807) ogsé offentliggjorde sin
athandling De aequationibus quadratocubicis dissertatio analytica ved akademiet i Siena, Italien,
i1771.
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Betegnelsen resolvent bruges ofte som et synonym for en hjelpeligning, men en
resolvent er ikke altid til »hjeelp«, idet resolventen kan vaere et udtryk, som har
stgrre grad end den oprindelige ligning. Vi vil i det fglgende bruge resolventen i
denne bredere betydning og bringer derfor her et par definitioner.

Definition 6 FEn ligning, hvis rgdder er samtlige permutationer af et udtryk i rod-
derne x1,x2,...,x, af den oprindelige ligning, kaldes en resolvent.

Definition 7 Med en Lagrange-resolvent forstas udtryk af formen
Z1 + wxe +wles + ... +w

hvor w er en primitiv n’te enhedsrod.

,

Edward Waring (1734-1798) Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

5.1 Warings hovedsatning

Edward Waring (1734-1798) bringer sin hovedsstning for symmetriske polyno-
mier i sit verk Meditationes Algebraice [39], der udkom i forskellige udgaver i
arene 1762-1782. Warings arbejde er omfattende, og han gar — i forhold til n’te-
gradsligningens lgsbarhed — ud af mange tangenter undervejs. Det for nservaerende
gennemgang essentielle i Warings arbejde er hans dybdegaende (og utraettelige)
behandling af symmetriske rationale funktioner. Det er ogsa her vi finder, hvad der
i dag anses for veerende Warings umiddelbart vigtigste bedrift indenfor algebraen,
nemlig det at han som den forste viser hovedsaetningen for symmetriske polynomier
samt en noget omstaendelig metode til at udtrykke et symmetrisk polynomium ved
de elementeere symmetriske polynomier [33].

Allerede i 1762-udgaven af sit veerk havde Waring vist, at alle rationale symme-
triske funktioner af rgdderne i den generelle n’tegradsligning kan udtrykkes som
rationale funktioner af koefficienterne i ligningen [34]. Dette ggr han ved forst at
udlede en direkte formel til at udtrykke potenssummerne

Tm =] +25 +...+a

i koefficienterne til den n’tegradsligning som x1,...,z, er rgdder i. Dernaest ser
han pa funktioner af formen

a,.B, B .o,y
T1ToX3 ... T T{T3Tg ...+ ...,
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hvor «, 3,7,... > 0, og hvert led i ovenstaende udtryk opnas ved en permuta-
tion af eksponenterne fra et af de andre led. Han viser, at disse er repraesentanter
for alle rationale symmetriske polynomier og kan udtrykkes som en funktion af
potenssummer, hvis koefficienter er heltal. Saledes har Waring vist, at alle symme-
triske rationale funktioner i x4, ..., x, kan udtrykkes i de elementaere symmetriske
polynomier til den oprindelige ligning, det vil sige koefficienterne i denne.

[ 1770 kom sa det, der senere er blevet kendt som Warings hovedsaetning for
symmetriske polynomier.

Seetning 1 (Hovedsatning for symmetriske polynomier) FEt polynomium i
de n ubekendte x1,...,x, over et legeme, kan udtrykkes som et polynomium 1
S1y...,8n (de elementere symmetriske polynomier i x1,...,x,) hvis og kun hvis
det er symmetrisk.

Vi vil ikke gennemga beviset for ssetningen her, men en fyldig gennemgang kan
findes i [33]. Warings eget bevis er lige som meget andet af hans arbejde noget
usystematisk opbygget og ikke altid let at finde den rgde trad i. Ydermere led hans
originale udgaver, som var skrevet pa latin, under mange trykfejl og deslige [39].
Dette kan vaere nogle af grundene til, at Warings arbejde aldrig blev genstand for
den store opmeerksomhed og dermed heller ikke havde den store indflydelse pa den
videre udvikling af algebraen i resten af Europa.

5.2 Vandermondes betragtninger

Ogsa Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) viste hovedssetningen for
symmetriske polynomier i sin afhandling Sur la résolution des équations [35] fra
1770. Vandermondes afhandling omhandler dog primeert hans metode, hvis mal
han sammenfatter i folgende tre hovedpunkter:

1. Find den funktion af rédderne, om hvilken det kan siges, at den er lig med
hver af disse rgdder i overensstemmelse med den mening som funktionen er
givet.

2. Bring denne funktion pa en form, saledes at den ikke sendrer sig, nar rgdderne
ombyttes.

3. Udtryk denne funktion som en funktion af de elementeere symmetriske funk-
tioner af rgdderne.

Vandermonde tager udgangspunkt i de til anden- og tredjegradsligningen kendte
lgsninger. Han behandler saledes andengradsligningen

(16) (x—21)(x — 23) = 2% — 510 + 89 = 0,

hvor s1 og so er de elementaere symmetriske polynomier i redderne. Han opskriver
lgsningen til andengradsligningen pa formen

1
(17) 3 (:L‘l + @9 + /23 + 23 — 2x1x2>
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og viser tilmed, at dette udtryk indsat i (16) giver nul. Bemeerk at de to rgdder
fremkommer ved at lade kvadratroden vaere henholdsvis positiv og negativ. Der-
naest omskriver han denne til

(18) CERCE]

og far saledes en lgsningsformel indeholdende udelukkende udtryk i de elementeere
symmetriske polynomier i rgdderne.

I andengradsligningens tilfzelde opfylder (17) det forste hovedpunkt, da dennes
lgsning er en funktion af ;1 og x5, som er lig veerdierne x; eller x5 athaengig af
kvadratrodens fortegn. Andet hovedpunkt er ligeledes opfyldt da (17) ikke sendres,
nar z; og xe ombyttes. Tredje hovedpunkt krezever en evaluering af (17) i termer af
$1 0g So, man far

2 2
1+ x2 = 81 0g (11 — T2)° = 8] — 489

og opnar saledes (18).

Nu udseaetter han tredjegradsligningen for en lignende behandling, men da denne
minder meget om Lagranges (se artiklens del 2), vil vi ikke give en gennemgang
her. Vi vil blot se pa hans resultater i forhold til hovedpunkterne. Som den funktion
der skal opfylde hovedpunkterne foreslar han udtrykket

1
(19) g (.171 + X9 +x3 + ?\)/(1171 +wizo + w2x3)3 + ?\)/(271 + woxo + w1x3)3> ,

hvor w; her er en primitiv tredje enhedsrod. Funktionen i (19) er et udtryk i rgd-
derne x1, T2 0og x3, og den antager vaerdierne x1, x5 og 3, hvilket opfylder forste
hovedpunkt. Hvis udtrykkene indenfor kubikrgdderne ganges ud, fas udtryk der
bestar af led som er forskellige produkter af redderne samt enhedsrgdderne. F.eks.
er den forste kubikrod i (19) lig

(20) (2% + 25 + 25 + 6z12225 + 3wi (222 + 2575 + T5T1)

+ 3wy (2223 + 2521 + x%xg))l/g.

Den anden kubikrod i (19) er lig det udtryk, der fremkommer, nar der i (20) byttes
om pa wy og we. Med kendskab til disse udtryk ses det, at (19) er symmetrisk i
rgdderne og dermed ogsa opfylder andet hovedpunkt. Angaende tredje hovedpunkt
papeger Vandermonde, at dette er let at opfylde, omend han indfgrer en ny notation
for symmetriske udtryk til formalet.

Han indser herefter, at de funktioner som opfylder andet hovedpunkt, det vil
sige ikke @endrer sine veerdier ved en permutation af redderne, ma veere funktioner
af de symmetriske udtryk. Nu gar problemet ud pa at vise, at symmetriske udtryk
altid kan skrives som funktioner af de elementaere symmetriske polynomier. Dette
er det samme problem som Waring med sin hovedsaetning lgser [40].
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Pa baggrund af sine observationer for anden- og tredjegradsligningen foreslar
Vandermonde en lignende funktion for den generelle n’tegradsligning

1 1 1
—(x1 4. A zp) + = V(i + . A wpzn) + — (W .+ w2z,
n n

n
1
+...+ - T{/(w?_lxl + .o wi e,

hvor w1, . ..,w, er n’te enhedsrgdder. Funktionen for tredjegradsligningen har oven-
staende form, men ogsa i andengradsligningens tilfselde er lgsningsformlen pa oven-
staende form. Vandermondes observation for andengradsligningen er jo saledes, at
en rod til denne kan skrives pa formen

%(azl +x2)+%<\/(1-x1—1-x2)2>,

hvor w; =1 og wy = —1.

Vandermondes arbejde baerer praeg af en dybere indsigt end Warings, og han
finder ligesom Lagrange (se artiklens del 2) pa at benytte sig af hjeselpeligninger
(resolvente). Vandermonde ser ogsa pa permutationer baseret pa studiet af sym-
metriske funktioner og det faktum, at disse kan udtrykkes ved de elementeere sym-
metriske funktioner. Han ma saledes formodes enten at have kendt til Warings
arbejde fra 1762, eller have vist samme resultat uathsengigt af Waring. Det mest
bemaerkelsesvaerdige ved Vandermondes studier af disse permutationer er dog, at
han introducerer, hvad der i dag svarer til cykliske permutationer (se definition i
artiklens del 2). Hans introduktion til permutationerne er dog ganske omstaendelig
og ikke neer sa klart formuleret som den af Lagrange. Alligevel skal hans idéer og
arbejder pa dette felt senere have spillet en vigtig rolle i udviklingen af permuta-
tionsteorien [25].
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