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7 Lagranges store analyse

Joseph Louis Lagranges (1736-1813) Reflexions sur la résolution algébrique des
équations [23] fra 1770-71 star som en milepzel i den algebraiske ligningslgsnings-
teori. I stedet for direkte at springe ud i at udvikle en — eller arbejde videre med en
allerede opfundet — metode til lgsning af n’tegradsligningen, analyserer Lagrange
de allerede etablerede metoder til tredje-, og fjerdegradsligningens lgsning. Lagran-
ge betegner sin tilgang til problemet som en a prior: tilgang, i modsaetning til en
a posteriori tilgang. Saledes er Lagranges mal ikke at finde en metode der virker,
hvilket var den tilgang matematikere for Lagrange fortrinsvist havde benyttet sig
af. Hensigten med Lagranges a priori tilgang er derimod at finde ud af, hvorfor og
hvordan metoder som Cardanos, Ferraris, Tschirnhaus’, Bezouts og Eulers giver en
lpsning til generelle tredje- og fjerdegradsligninger, og hvorfor de fejler med hen-
syn til den generelle femtegradsligning. A priori tilgangen bestar i, at Lagrange
sa at sige arbejder »bagleens«, det vil sige, at han bestemmer rgdderne til hjeelpe-
ligningen som rationale funktioner af rgdderne til den oprindelige ligning. Hermed

*Artiklen er grundet dens leengde og omfang delt i to. Forste del og litteraturlisten er trykt i
forrige nummer af Normat.
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bliver egenskaberne ved hjalpeligningens rgdder abenlyse og viser klart, hvorfor
disse rgdder giver rodderne til den oprindelige ligning. Lagrange viser altsa, at pro-
blemet med ligningslgsning afheenger af egenskaberne ved de rationale funktioner
i rédderne.

Lagrange begynder med en udlaegning af Cardanos metode til lgsning af den
generelle tredjegradsligning

(1) 2% +pr+q=0.
Ved substitutionen z = u + v fas
(2) u® + 0% + ¢+ (u+v)(3uv +p) =0,

som underlaegges betingelsen

p
(3) uv +p v a0
Indszttes nu udtrykket for v i ligning (2), som herefter ganges igennem med u?,
fas en sjettegradsligning i u

6 3 P\?

(4) u’ + qu” — (5) = 0.
Dette er hjeelpeligningen som Cardanos formel bygger pa, og som Lagrange i sin
athandling kalder den reducerede ligning (la réduite).

I stedet for at ga direkte til beregningen af lgsningen,'! altsa bestemme rgdderne
x; til (1) som funktion af w;, rgdderne til (4), sa bestemmes u; som funktion af
x;. Da (4) er en sjettegradsligning har den seks rgdder, altsa ender man med seks
rgdder til den oprindelige tredjegradsligning. Til al »held« er disse seks rgdder

uq,...,us parvis ens, hvilket Lagrange viser pa essentielt folgende vis: Da (4) er en
andengradsligning i u3, antager de seks rgdder oplgftet i tredje potens u3, ..., ud

kun to veerdier; y; og ys, hvor yyy» ifslge Viete-relationerne er lig det konstante
led —(%p)?’ . Man kan, eventuelt ved omnummerering, antage at

uf =ui =uj =y og ui=ul=ui=ys.
Kaldes uy,us, us for »1. gruppe« er saledes de tre Igsninger til u? = y;
3\/ Y1, w 3\/ Y1, w2 3\/ Y1,

i en eller anden raekkefglge, hvor w er en primitiv enhedsrod. Kaldes uy4, us, ug
»2. gruppeg, er de tre lgsninger til u® = y

3\/ Y2, w 3\/ Y2, w2 3\/ Y2,
i en eller anden raekkefglge. Altsa haves at

(5) Uy = WU, Uz =W U1, Us = Wi, Ug = W U4.

HHvilket er muligt da (4) er en andengradsligning i u3.
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Da man fra Viete-relationerne har at y,y, = —(%p)?’, ma nogle af produkterne
af et u; fra 1. gruppe og et u; fra 2. gruppe veere lig —%p; antag, evt. efter om-
nummerering indenfor de to grupper, at wijus = —%p. Dette bevirker, at ogsa
Ul = wWiuiuy = —%p og ligeledes at uzus = —%p. Da man ifglge (3) har, at
uy = —%p, haves, hvis man lader v; betegne den veerdi af v som korresponderer
med u;, at

V1 = Ugq, V2 = Ug, U3 = U5, VU4 = U1, Vs = U3, Vg = U2.
Folgeligt er der altsa kun tre forskellige veerdier af u; + v;, nemlig

U] + Uy, Uz + Ug = WU + w2u4, us + us = w2u1 + Wwugq,
som altsa er tre rgdder til den oprindelige tredjegradsligning (1)
(6) T1 = U + Us, Ty =wui +wug, T3 =wu; + wiy.

Men tilbage til bestemmelsen af uq, ..., ug som funktioner af redderne x1, xo, x3.
Dette ggres nemt, hvis man benytter, at w? +w + 1 = 0 og ganger anden ligning
af (6) med w? henholdsvis w og tredje ligning med w henholdsvis w?, og dernaest
leegger disse til den forste ligning i (6). Herved far man

T+ w?ry + wrs = 3up + (1 4+ w + w?)uy

henholdsvis
x1 4w + w?rs = 3uy + 1+w+ w2)u1.

Altsa er
1 2 1 2
u1=§(:1:1 + wry + wxs) og u4=§(m1 + wre + wx3).

Den reducerede lignings resterende rgdder fplger direkte af udtrykkene i (5)

1 1

Uz = §(wx1 + 9 + w?x3), ug = §(W2$1 +wry + 23),
1 2 1 2

Uy = g(wxl'i'w $2+l‘3), U = g((x) x1—|—$2+u)l'3)-

Lagrange ser altsa, at man kan udtrykke alle rodderne til hjeelpeligningen (4),
som altsa med rette ogsa kan kaldes en resolvent, ved at permutere rgdderne
xr1,x2,x3 i udtrykket

1
§($1 + wxe + (.4)2213'3),

hvilket er et rationalt!? udtryk i =1, zs, x3.

12Med rational menes implicit, her og i det fglgende, rationalt over et koefficientlegeme; her
indeholdende n’te enhedsrgdderne.
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Pointen i at lgse den reducerede ligning er at bestemme nogle, og dermed alle,
u;. Deraf drager Lagrange folgende sindrige konklusioner: A priori forklarer det,
hvorfor hjeelpeligningen har grad 6. Da hjaelpeligningens koefficienter er rationale
funktioner af koefficienterne i den oprindelige ligning, hvis koefficienter er de ele-
mentaere symmetriske polynomier, er hjeelpeligningens koefficienter symmetriske i
x1, T2, x3. Derved geelder, at hvis et udtryk i x1, x2, 3 er en rod til hjeelpeligningen,
sa er samtlige permutationer af x1, xo, x3 1 udtrykket ogsa en rod til hjeelpeligning-
en. Da eksempelvis 3us = 1 + wxs + w?z3 ved permutation af rgdderne har seks
forskellige veerdier'?, gaelder at disse er rgdder til den reducerede ligning, som derfor
ma have grad 6. Yderligere forklarer Lagrange ved dette, hvorfor hjselpeligningen
er en andengradsligning i u3. F.eks. antager uj kun to forskellige veerdier ved de
3! = 6 permutationer af rgdderne, hvilket ses pa folgende vis: Da

1 + wre + wieg = wQ(wml + w?zy + x3) = w(wQacl + x9 + wxs3)
sa geelder

(1 +wzs + w2x3)3 = (wxy + Wiy + x3)3 = (w2x1 + 29 + wxg)g,

(x1 + Wiy + wx3)3 = (w2x1 + wxo + m3)3 = (w1 + x2 + w2x3)3,
hvilket giver, at
1\?* 1\?*
(§> (21 + w?rs +wz3)®  og (3) (z1 + wry + wiz3)?

er rgdderne til en ligning, der altsa har grad 2. Generelt vil Lagranges observation
kunne formuleres som

Proposition 1 Lad f vere et rationalt udtryk ¢ n ubekendte x+,...,x,. Hvis f
antager m forskellige vaerdier fi, fo,..., fm ved alle permutationer af x1,...,x,,
sa er f en rod i en monisk ligning 0(t) = 0 af grad m

0t) = (t— fu)t = fa) - (t = fm),

hvis koefficienter er symmetriske i x1,...,x, og altsa kan udtrykkes som rationale
funktioner af de elementere symmetriske polynomier. Yderligere gelder, at hvis f
er rod i en anden ligning ¢ = 0 med koefficienter symmetriske i x1,...,x, sd er
graden af ¢ > m.

Proposition 1 er dermed et fgrste skridt pa vejen til en generel metode til at finde
rgdderne til et n’tegradspolynomium. Hvis man finder et rationalt udtryk i de n
rgdder, f(x1,...,2,), som antager feerre end n veerdier ved permutation, sa kan
alle f,,(z1,...,x,) bestemmes som rgdder til 8(¢) = 0, hvor 6(t)’s koefficienter kan
bestemmes rationalt ved koefficienterne i den oprindelige ligning. Hvordan 6(t)’s

13Med en veerdi mener Lagrange udtrykkets formelle veerdi og ikke den numeriske veerdi [23].
Han antager implicit, at addition og multiplikation er kommutative, det vil sige, at ab = ba og
a+b=>b+a [18].
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koefficienter bestemmes i koefficienterne til den oprindelige ligning er i og for sig
irrelevant; pointen er, at det kan ggres ved rationale operationer. Derudover gaelder
selvfglgelig, at f(z1,...,z,) er af en sadan beskaffenhed, at man kan beregne
x1,...2, ud fra f og dets veerdier ved permutation af rgdderne.

Efter yderligere at have taget Tschirnhaus’, Eulers og Bezouts metoder til 1gs-
ning af tredjegradsligningen samt Ferraris lgsning af fjerdegradsligningen under
behandling, nar Lagrange frem til en konklusion. Nemlig den, at samtlige af me-
toderne gar ud pa at finde funktioner af rodderne til den oprindelige ligning pa en
sadan made at; (1) den resulterende ligning (eller ligninger) er af mindre grad end
den oprindelige ligning eller kan splittes op i andre ligninger af mindre grad end
denne, og (2) veerdierne af de sggte rodder nemt kan udledes fra dem. Lagrange
stiller dernaest spgrgsmalet om, hvorvidt det altid vil veere muligt at bestemme
sadanne funktioner for ligninger af enhver grad, det vil sige et vilkarligt antal rgd-
der, hvorefter han papeger, at det lader til at veere seerdeles sveert at besvare dette
sporgsmal generelt. For ligninger af grad < 4 kan de simpleste funktioner, som
afslgrer disses rgdder skrives pa folgende form

2 —1
1+ wro +wxs+ ...+ 0" Ty,

hvor x1, xo, x3,...,x, er rédderne til den oprindelige ligning. Det ville pa baggrund
af dette, fortsaetter Lagrange, veere naerliggende ved induktion at konkludere, at
en hvilken som helst ligning af vilkarlig grad ville kunne lgses ved hjalp af en
resulterende ligning, hvis rodder kan repraesenteres pa samme form

2
T +wry+w x3+w3x4+...

Bemszerk igvrigt, at udtryk som ovenstaende er de sakaldte Lagrange-resolvente.
Forspget med at lgse femtegradsligningen ud fra en generalisering af ovenstaende
vil ga ud pa at finde et polynomium

fi=f(@1,...,25) =21 +was + ...+ was,

hvor x1,..., x5 er rgdderne og w er en primitiv femte enhedsrod. Ved permutation
af rodderne er der i alt 5! = 120 forskellige veerdier (f1, fo,..., fi20), men man
observerer ogsa, at der for f; geelder, at ogsa wf;, w?f;, wfi og w*f; er indeholdt i
maengden af de 120 veerdier. Sammenholdt med denne observation fas af proposition
1, at 6(t) indeholder faktoren'*

(t=f)(t —wfi)(t = fi)(t =’ fi)(t —w'fr) =" = f7,

hvor 6 i alt vil indeholde 24 af ovenstaende udtryk hvert med forskelligt f;. Dette
giver, at 6 er et polynomium af grad 24 i t°. Hvis man kan finde rgdder til dette
specielle polynomium af grad 24, viser Lagrange, at man derudaf kan bestemme
rgdderne xq,...,r5. Problemet er imidlertid, at det ikke er muligt for ham at
bestemme de 24 rgdder og det pa trods af at han ved et genialt rassonnement
yderligere formar at reducere hjalpeligningen til en ligning af grad 6 [30] [6].

1 Lighedstegnet indses ved at (z — 1)(z — w)(z — w?)(z — w?)(z — w?) = 0.
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Lagrange koncentrerer sig pa bemzerkelsesveerdig vis om de essentielle egenska-
ber for en lignings lgsbarhed; det vil sige a priori studiet af funktioner f(x1,...,x,)
og deres veerdier ved samtlige permutationer af xq,...,z,. Lagrange kalder selv
denne procedure for »ligningernes metafysik«. Saledes er Lagrange altsa at be-
tragte som en pioner med hensyn til eksplicit brug af permutationer inden for
algebraen, omend heller ikke han kommer med en streng definition af en permuta-
tion. Desveerre for gruppeteoriens udvikling ligger Lagranges opmaerksomhed ved
udtrykket f(xq,...,x,) og ikke ved selve permutationen. Lagrange opfandt af den
arsag en ad hoc notation til at betegne, om et udtryk blev sendret ved en per-
mutation eller ej, i stedet for at besveere sig med at opfinde en notation for selve
permutationen'® [18].

Lagrange indser det fundamentale i at klassificere udtryk efter den indvirkning
en permutation har pa dem, men af ovenstaende grund er de af Lagranges saet-
ninger, som i dag er en del af gruppeteorien, formuleret med udgangspunkt i de
algebraiske udtryk og ikke permutationerne selv. Et andet og vigtigt eksempel pa
Lagranges bidrag til gruppeteorien (og dermed permutationsteorien), som udsprang
af hans sggen efter at kunne klassificere udtrykkene f(z1,...,z,), er hans setning
om, at graden af 6 i proposition 1, altid er n! eller en divisor i n!.!1® For Lagrange
tjener denne seetning primeert til at fa begreb om, hvilke grader en resolvent kan
have i forhold til graden n af den oprindelige ligning, men det er ikke desto min-
dre denne sztning, som i en mere generel gruppeteoretisk kontekst er navngivet
efter Lagrange.!” Dermed er denne satning et biprodukt af en af Lagranges andre
seetninger, som kan siges at vaere en udvidelse af proposition 1, hvor to funktioner
sammenholdes relativt til hinanden. Her gengives den i en moderne version.

Saetning 1 Lad ¢ og v vere rationale funktioner i rodderne x1,...,x, til den
oprindelige ligning. Hvis ¢ antager m forskellige vaerdier ved de permutationer som
lader 1 invariant, sa er ¢ en rod i en ligning af grad m, hvis koefficienter er
rationale udtryk i ¢ og i koefficienterne i den oprindelige ligning. Specielt gelder,
hvis ¢ er invariant ved de permutationer som lader 1 invariant, at ¢ kan udtrykkes
rationalt i 1 og koefficienterne i den oprindelige ligning.'

Eftersom Lagrange ikke eksplicit udtaler sig om, hvorvidt han tror femtegradslig-
ningen kan lgses algebraisk eller ej, er der saledes blandt nutidige matematikere
delte opfattelser om netop dette. Den mest gaengse opfattelse har dog veeret, at
Lagrange ikke troede pa lgsbarheden af femtegradsligningen, men man kan ikke
underbygge det ud fra hans arbejde, og spgrgsmalet er, om ikke det er den store
anseelse Lagrange nyder, der har praeget tolkningen af hans vage udtalelser omkring
emnet [25]. Faktum er i hvert fald, at han lader begge muligheder sta abne.

151 denne notation betyder f[(x1)(x2)(x3)], at f sendrer veerdi ved alle permutioner pa nzer
identiteten, og f[(x1,z2)(x3)] at f forbliver usendret ved permutationen (angivet i cykelnotation
ved x’ernes fodtegn) (12)(3), men &ndres af enhver permutation som substituerer z1 eller zo med
x3.
16 Mere preecist viser Lagrange at m = n!/|I(f)|, hvor I(f) er stabilisatoren til f, det vil sige
undergruppen af permutationer som lader f invariant.

7L agranges seetning: I en endelig gruppe vil ordnen af en undergruppe altid vere en divisor i
gruppens orden.

18Selve saetningen er hos Lagrange meget lgst formuleret, og det fremgér forst preecist, hvad
den implicerer, nar beviset for den gennemgas [23].
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Fra et Galoisteoretisk synspunkt ser vi, at Lagrange (og Vandermonde) med
Lagrange-resolventene tager et skridt i Galois’ retning. Og oversatter man til grup-
peteoretisk terminologi, har man den letteste implikation i Galois’ seetning anvendt
pa den generelle n’tegradsligning: Hvis .S,, er en oplgselig gruppe, sa er den generelle
n’tegradsligning algebraisk lgsbar [30] [25].

Det er fgrst rigtigt med Lagrange og Vandermonde, at permutations- og inva-
riansbetragtninger bliver en etableret del af den algebraiske ligningslgsningsteori.
Deres, om man sa ma sige, genistreg er, at de projicerer den gamle alkymistiske
kombinationstanke over pa udtryk i redderne og indser, at det netop er sadanne
udtryk samt deres veerdier ved samtlige permutationer, der er ligningslgsningens
»metafysik«. I begges arbejder er der ligheder til Cauchys permutationer, omend
der stadig er nogen vej endnu, da de behandler udtryk i rédderne og ikke selve
permutationerne.

8 Anvendelsen af permutationer

Som vi sa i foregaende afsnit, studerede matematikere som f.eks. Vandermonde og
Lagrange permutationer af rgdderne i et polynomium. Deres studium af permuta-
tioner var dog altid knyttet til en bestemt kontekst, nemlig den af polynomier, og
deres notation var ikke altid lige bekvem.

Ruffini anvendte permutationerne pa en mere direkte vis, omend stadig i for-
bindelse med ligningslgsning, i sine athandlinger (1799-1813). I Ruffinis bevis fo-
rekommer tilmed elementer af, hvad vi i dag vil betegne som gruppeteori. Med
Cauchys artikel fra 1815 blev der sat fokus pa selve permutationerne, der blev
udviklet »regneregler« for disse, en mere sindrig notation og i det hele taget blev
permutationsteorien i hgjere grad en selvsteendig disciplin.

Paolo Ruffini (1765-1822) Augustin Louis Cauchy (1-78971857)
Forst en for det efterfolgende vigtig definition.

Definition 1 Med en cykel menes en permutation o af elementerne x1,xo,. .., Tk,
hvorom der gelder at o(x1) = xa,...,0(xk-1) = Tk, 0(xk) = 1.
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8.1 Ruffinis permutationsbegreb

Det kan diskuteres, hvorvidt Paolo Ruffini (1765-1822) var den fgrste matematiker,
der var overbevist om den generelle femtegradslignings ulgselighed, men han er den
forste som sgger at bevise det, hvilket han ggr i sit veerk fra 1799.1° Imidlertid er
der ingen af hans samtidige kollegaer som vil anerkende beviset, og Ruffini keemper
saledes en forgaeves kamp i arene fra 1799 til 1813, hvor han lgbende udgiver nye
udgaver af sit bevis [29]. Heller ikke forsgget pa at optage en korrespondance med
Lagrange fgrer til noget, idet Lagrange ikke lader hgre fra sig. Vi skal ikke her
redeggre i detaljer for Ruffinis bevis eller dets eventuelle mangler,?Y men derimod
skitsere nogle af de biprodukter, der opstod som fglge af hans bevis.

Ruffini sgger i sit veerk, med udgangspunkt i Lagranges arbejde omhandlende
funktioners opfarsel ved permutation af variablene (rgdderne), at bestemme samtli-
ge sadanne permutationer af variablene, som lader funktionerne invariante. Ruffinis
permutationsbegreb er dog anderledes end det i dag udbredte, men forstas alligevel
bedst ved brug af moderne termer [32]: Hvis f er en given funktion i n variable,
forstar Ruffini med en permutazione en meengde G af omarrangementer (nutidens
permutationer) fra den symmetriske gruppe S,,, hvorom der geelder

YVoeG: foo=F,

for et givet f. Vi vil nedenfor referere til Ruffinis permutazione som permutations-
gruppen®! G til f.

Ruffini deler sine permutationsgrupper op i to hovedtyper; simple (semplice) og
sammensatte (composte) permutationsgrupper. Med en simpel permutationsgrup-
pe forstar han en maengde af permutationer, som er frembragt ved potensoplgftning
af et enkelt element. Simple permutationsgrupper kan ifglge Ruffini veere af to ty-
per; enten er de potenser af en permutation, som bestar af én cykel, eller ogsa er
de potenser af en permutation, som er et produkt af flere cykler. De sammensatte
permutationsgrupper er frembragt af flere end en permutation og er derfor ikke-
cykliske. Disse inddeles i to hovedtyper, som svarer til transitive og intransitive
undergrupper.

Definition 2 FEn permutationsgruppe G kaldes intransitiv, hvis der eksisterer to
veerdier a og b i mengden af argumenter for f(x1,...,xy,), hvorom det gelder, at

Vo e G: o(a) #b,

og transitiv hvis et sadant par (a,b) ikke eksisterer.

De transitive permutationsgrupper kan vaere henholdsvis primitive eller imprimi-
tive.

Definition 3 En transitiv gruppe G kaldes imprimitiv, safremt der eksisterer en
tkke-triviel delmaengde H af de n argumenter, hvis billede under enhver permutation
o i gruppen G er enten H selv eller disjunkt med H, det vil sige

VoeG: o(H)=H VvV o(H)NH=0,

19 Teoria generale delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione algebraica delle
equazioni generali di grado superiore al quarto.

20En siddan gennemgang kan findes i [30].

21Fremover vil vi ngjes med at betegne denne som G.
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og primitiv hvis en sadan delmaengde ikke eksisterer.

Ruffinis inddeling i de ovennaevnte fem typer kan anskueliggores ved tabel 1 [32].

simple permutationsgrupper e potenser af en cykel
(permutazioni semplici) potenser af en ikke-cykel
intransitive

transitive, imprimitive
transitive, primitive

sammensatte permutationsgrupper
(permutazioni composte)

Tabel 1: Ruffinis klassifikation af permutationsgrupper [32]. Med en ikke-
cykel menes en permutation, som er et produkt af flere cykler.

Efter at have klassificeret permutationsgrupperne gar Ruffini i gang med sit be-
vis. Vi vil her blot gennemga et par af elementerne i dette bevis. Ruffini viser, at
der for den generelle femtegradsligning ikke eksisterer nogen resolvent af mindre
grad end 5. Mere praecist viser han, at der ikke eksisterer et rationalt udtryk i de
n objekter, som kun antager 3, 4 eller 8 veerdier under permutationerne af de n
rodder, nar n > 4. Til dette benytter Ruffini Lagranges resultat; antallet af forskel-
lige veerdier, som et udtryk i n variable kan antage, er en divisor i n!. Ruffinis idé
er at bestemme, hvilke divisorer af n! der i dette tilfselde er mulige — altsa hvilke
grader femtegradsligningens resolvent ifslge Langranges proposition 1 kan antage.
Til dette formal definerer han graden af @kvivalens (grado de uguaglianza) af en
funktion f i de n rédder af en ligning, som antallet af de forskellige permutationer,
der ikke sendrer f; altsa antallet af permutationer i permutationsgruppen til f. H-
vis p betegner graden af ackvivalens, haves saledes ifplge Lagranges resultat, at p er
en divisor i n!, og at n!/p er antallet af forskellige veerdier af f. Med udgangspunkt
i dette bestemmer Ruffini de mulige veerdier af p for alle de fem typer af permuta-
tionsgrupper (jf. tabel 1) ved omstaendelige udregninger, og han viser, at veerdien
af p ikke kan vaere et multiplum af 5. Det vil sige, at for femtegradsligningen, n = 5,
haves

|
™ = sk,
p

hvor k € N, altsa n!/p > 5, og ifglge proposition 1 er resolventen saledes mindst
en femtegradsligning.

Ruffini antager uden bevis, at et hvilket som helst algebraisk udtryk indeholdt
i en antaget lgsning kan udtrykkes rationalt i rgdderne af ligningen og n’te en-
hedsrgdderne.?? En mulighed er, at udtrykket f giver en resolvent, som er en ren
femtegradsligning

2> —r=0.
Lad os sige, at (f1,..., fi20) er veerdierne af f under permutation af rodderne
x1,...,x5. Ruffini undersgger alle disse og observerer, at enten er alle f;’er ens

(hvilket kan udelukkes da z°> — 7 = 0 i hvert fald har fem forskellige rgdder), eller
at f antager fem forskellige veerdier. Er det sidste tilfseldet, viser Ruffini, at r ikke er
rational i rgdderne, hvilket er i modstrid med hans ovenstaende korrekte antagelse

22Det er denne antagelse uden bevis som er »hullet« i Ruffinis bevis af femtegradsligningens
algebraiske ulgselighed og som fgrst vises af Abel i ca. 1824 [32].
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[18]. For en mere indgaende gennemgang af Ruffinis bevis henvises til [29] samt
moderne fremstillinger i [9], [28] og [30].

Historien om Ruffinis kamp for at fa anerkendt sit bevis for femtegradsligningens
algebraiske ulgselighed ma siges at veere lidt af en matematisk tragedie. Maske
var sandheden i virkeligheden den, at datidens matematikmiljg ikke rigtig ville
eller var modent til at indse ulgseligheden af femtegradsligningen. En af de eneste
som tog en interesse i Ruffinis arbejde var ironisk nok Cauchy, da han ellers var
kendt for at veere en af de veerste matematikere med hensyn til det at give andre
kredit og anerkendelse. Men Cauchy var inspireret af Ruffini, og i sit arbejde om
permutationer fra 1815 generaliserer han da ogsa netop nogle af Ruffinis resultater,
samtidig med at han praesenterer en helt ny notationsform. Dette er maske den
eneste made, hvorpa Ruffinis arbejde kom til at spille en rolle i udviklingen af
matematikken [2].

8.2 Cauchys nsubstitutioner«
Augustin Louis Cauchys (1789-1857) i seerdeleshed vigtigste bidrag til gruppeteo-
rien er hans seetning om, at hvis p er et primtal som deler ordenen af gruppen G,
sa findes der i G en undergruppe af orden p. Denne satning forte senere Sylow til
en generalisering, kendt som Sylows tre satninger, som fortsat er en af milepaelene
indenfor gruppeteorien.?3

I neerveerende artikel vil vi imidlertid koncentrere os om Cauchys tidlige arbejde
med gruppeteoretiske elementer i hans artikel?* [11] fra 1815. Cauchys primeere
formal med denne artikel er at bevise folgende satning:

Saetning 2 Antallet af forskellige verdier R, som et ikke-symmetrisk udtryk K,
© n ubekendte antager, kan ikke vaere mindre end det storste primtal p, som ikke
overstiger n, med mindre R = 2.

Cauchy deler beviset for denne sztning op i beviserne af de fglgende tre proposi-
tioner:

1. Hvis R < p, sa vil enhver vaerdi af K ikke kunne sendres ved en permutation?®
af orden p.

2. Hvis en veerdi K er invariant ved en permutation af orden p, sa forbliver den
uzendret under enhver 3-cykel.

3. Hvis en veerdi K er invariant under enhver 3-cykel, sa er K enten symmetrisk
i dets variable eller antager praecis to veerdier under samtlige permutationer.

Cauchy pointerer, at dette er en generalisering af et af Ruffinis resultater; umulig-
heden af at have et udtryk i fem eller flere variable, som antager netop tre eller fire
forskellige veerdier. Vi skal ogsa her koncentrere os om biprodukterne af Cauchys
bevis; bidrag til den i dag kendte permutationsteori. For en gennemgang af beviset
se foruden [11] f.eks. [18].

23Moderne formuleringer af Cauchys og Sylows szetninger kan bl.a. findes i [21].

24 Mémoire sur le nombre des valeurs qu’une function peut acquérir, lorsqu’on y permute de
toutes les maniéres possibles les quantités qu’elle renferme.

25Ved permutation menes det som Cauchy kalder en substitution (se senere).
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Cauchy bevaeger sig i sin artikel ud over permutationers tilknytning til lignings-
lgsningsteorien og nzevner kun i forbifarten, at variablene kan anses som vaerende
rgdder i et eller andet polynomium. Hans egen motivation, papeger han, for sit
studium af permutationer stammer fra talteorien, som han har sammenkaedet med
Ruffinis arbejde. Bemaerkelsesveerdigt er det ligeledes, at Cauchy i sit bevis af oven-
staende saetning introducerer begreber og notationer som stadig benyttes i moderne
terminologi. F.eks. benytter han to-reekkersnotationen for en permutation, hvilket
han er den forste der gor; en sadan findes hverken hos Lagrange eller Ruffini. Ta-
ger vi f.eks. de fire objekter 1,2,4,3 i given rakkefglge, og lader 2,4,3,1 veere
permutationen af disse, sa etablerer Cauchy for denne permutation »loven«

1— 2, 24, 43, 3—1.

Dette er den samme lov, som man ogsa benytter for permutationer i dag, nemlig
en bijektiv afbildning af maengden {1,2,...,n} pa sig selv. Cauchy kalder denne
lov for en substitution — altsa det der for os er en permutation — og han skriver den

som?0
1 2 4 3
(2 4 3 1) '

Altsa er en substitution en to-liniers notation; gverste linie er objekternes oprinde-
lige rackkefglge, og nederste linie er billederne af objekterne. Med en permutation
mener han derimod en en-linies notation, det vil sige reekkefglgen af objekterne aq,
as,...,an, f.eks. som fgr 2, 4, 3, 1. Cauchy er dog udmeerket klar over, at reckkefgl-
gen, hvori de fire objekter bliver omarrangeret, ikke har nogen betydning for hans

definition af en permutation (en permutation af n objekter kan saledes opskrives
pa n! forskellige mader). F.eks. gaelder at

1 2 4 3\ (4 2 31

2 4 3 1) \3 4 1 2)°
Cauchy begrzenser sig dog ikke til kun fire objekter, men forsgger at handtere et
vilkarligt antal objekter, men selv om han foreslar en generel notation

a b ¢ ... 1

a B v ..
for en vilkarlig permutation, er det klart at dette »billede« kun er praktisk for et
mindre antal af objekter. Selv benytter han derfor den forkortede notation

Ay
Ay )’
hvor A; og As er vilkarlige permutationer af de pagasldende objekter.
I relation til ovenstaende redeggrelse af Cauchys arbejde skal det papeges, som

eksempelvis seetning 2 antyder, at Cauchys abstraktionsniveau ikke er mere vidt-
lgftigt end, at han tager udgangspunkt i netop et udtryk i n variable, samt hvilke

26 Cauchy benyttede punktum og ikke mellemrum mellem objekterne, hvorfor han f. eks. skriver
(124 3)som (1.2.4.3).
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egenskaber dette matte have under den symmetriske gruppe S,,. Dette er ikke meget
forskelligt fra f.eks. Lagranges tilgang, men Cauchy indser altsa, at det essentielle
i udtrykket er variablenes indbyrdes placering, hvorfor udtrykket udmaerket kan
erstattes af en »pladsholder« — det han kalder en permutation, og det er netop
disse, og ikke udtrykkene selv, som Cauchy grupperer i forhold til visse egenska-
ber. Derved tager Cauchy et stort skridt fremad i udviklingen af den generelle
permutations- og gruppeteori, da han ligeledes har udviklet regneregler for disse.

Cauchys maske vigtigste bidrag i sin 1815-artikel er sammensaetningen (le pro-
‘22 ) (:3:) skal forstas den sub-
stitution, der fremkommer ved forst at foretage substitutionen (32) og derefter
(‘:‘5‘). Han definerer, at (’:i ) (‘::) anvendt pa A; giver en ny »permutation« Ag,
med samme resultat som nar Ag anvendes pa A;. Altsa

(1)- () (3):

Lad os illustrere dette med et eksempel. Vi veelger A; og As ligesom Cauchy
gor, As, Ay og As veelger vi selv, da Cauchy ikke giver eksempler pa disse. Lad os
f.eks. antage, at vi har »permutationerne«

duit) af to permutationer. Ved sammenssetningen (

A =(1243) Ay =(2431) A3 =(4321)
Ay=(3412) As=(4123).

Vi har nu at

A\ (A (2 4 3 1\(3 4 1 2
Az)\4s) "4 3 2 1)\4 1 2 3
2 4 3 1\ (/4 3 2 1
(7) - (4 3 2 1) (1 4 3 2)
(2 4 3 1
—\1 4 3 2/

Nar (7) anvendes pa A; far vi, ifplge Cauchys betragtning,

1 2 3 4\ (2 4 3 1\ (1 2 3 4\ (1 2 4 3
1 2 4 3)\1 4 3 2) \1 2 4 3)\2 1 4 3
(1 2 3 4
\2 1 4 3)°
som vi altsa dgber Ag,
Ag=(21 4 3).

Ligeledes har vi at

® ()-( - i),

hvorfor vi altsa, i overensstemmelse med Cauchy, har at (7) er lig (8).
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Cauchy viser ogsd, at der altid findes et naturligt tal IV, saledes at?7

() = (3)

og betegner herefter det mindste N som graden (degré) af substitutionen. Han
definerer ogsa en cyklisk permutation, dennes potenser samt en transposition.

Med Ruffini og Cauchy bliver der sat et helt andet fokus pa permutationerne.
Maderne hvorpa Ruffini og Cauchy indfgrer deres permutationer er dog som set vidt
forskellige. Cauchys permutationer, altsa substitutionerne, svarer til vore dages per-
mutationer, hvorimod Ruffinis permutationer (permutazioni) svarer til, hvad vi i
dag vil betegne som en stabilisator Gy af f, det vil sige Gy = {g € S, | 9(f) = f}.
Karakteriseringen af disse undergrupper Gy, i forskellige typer er alle meget grun-
digt behandlet hos Ruffini. Dette er ikke det eneste »forklaedte« element fra grup-
peteorien i Ruffinis arbejde, ogsa hans »grad af sckvivalens« kan oversaettes til et
moderne gruppebegreb, nemlig det af indexet af en permutationsgruppe. Man kan
saledes argumentere for, at Ruffini i sit arbejde benytter sig af vore dages gruppete-
ori, eller i alt fald elementer af denne. Ruffini er saledes den fgrste, der introducerer,
hvad der svarer til stabilisatoren, indexet, cykeloplgsningen af en permutation (per-
mutationsgruppe) samt primitive og imprimitive permutationer. Derudover viser
han, at S5 ikke indeholder nogen undergrupper af index 3 eller 4.

Cauchys behandling af permutationer som en selvsteendig disciplin og ikke kun
som et virkemiddel pa et udtryk i flere variable er af stor vigtighed. Med dette fulgte
regneregler sa som sammensatning og potensoplgftning af permutationer, som i
forhold til tidligere notationsformers kunnen medfgrte klart nemmere beregninger,
og man kan ikke overvurdere disse vaerktgjers betydning for udviklingen af f.eks.
Galoisteorien.

Ogsa eksempler pa brugen af invarians og symmetri kan findes i teksterne. Hos
Ruffini har vi tilfseldet med en transitiv imprimitiv gruppe indeholdende delmaeng-
den H, hvorom det geelder, at den kan veere invariant overfor en permutation
o € Sp; o(H) = H. Hos Cauchy har vi underinddelingen af ssetning 2 i de tre
propositioner, i hvis formuleringer der indgar savel udtryk der er invariante overfor
permutationer som udtryk der er symmetriske i deres variable, samtidig med at der
i selve saetningen (satning 2) optraeder udtrykket K, som er ikke-symmetrisk i de
n ubekendte.

Cauchys to-liniers substitutionsbegreb lider af ikke at veere entydigt. Men man
ma formode, at denne opskrivning for fremtidige matematikere har haft den fordel,
at gruppestrukturen, det vil sige aksiomerne om lukkethed, associativitet samt
eksistens af et inverst element og identiteten, har veaeret mere abenlys end, hvis
Cauchy i et hug havde opfundet cykelnotationen.

9 Konklusion

Formalet med neervaerende artikel har veeret at vise, at Galois’ banebrydende ind-
arbejdelse af gruppeteori i teorien for algebraiske ligninger ikke markerede en sa

:7Med notationen (ﬁi )N skal forstas sammensaetningen af N substitutioner lig substitutionen
1
()
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pludselig overgang, som man maske kunne tro, men at ligningslgsningsteorien der-
imod har vaeret underlagt en mere kontinuerlig udvikling med adskillige frugtbare
tiltag i de ca. 300 ars forskning for Abels og Galois’ arbejder. Disse tidligere til-
tag og angrebsmetoder til lgsningen af den generelle n’tegradsligning har, med sit
indhold af kombinatoriske og gruppeteoretiske elementer, sasom permutations- og
invariansbetragtninger, i stgrre eller mindre omfang, ledt mere eller mindre natur-
ligt frem til Galois’ resultater.

Selve udviklingen af de matematiske begreber kombination, permutation og in-
varians kan derimod ikke beskrives som vaerende en kontinuert proces, den er som
sadan mere sporadisk. F.eks. er udviklingen af kombinationsbegrebet en i saerdeles-
hed spredt affeere, hvilket et opslag under » Combination« i Kriigels Mathematisches
Wérterbuch fra 1803 da ogsa viser [20]. Udviklingen af kombinationer finder sted
inden for sa forskellige discipliner som lykkespil, forsikring, kryptering, musik med
flere, hvilket rackker langt ud over denne artikels problemfelt. Malet i denne artikel
har dog ogsa kun veaeret at se pa, hvorledes de tre ovennaevnte begreber har influe-
ret pa ligningslgsningsteorien i kraft af de forskellige tilgange til denne, og hvilken
udvikling begreberne herunder har gennemgaet.

Overordnet kan man sige, at tiden fra Cardano til Cauchy er karakteriseret
ved tre forskellige tilgange i metoderne til den algebraiske lgsning af ligninger;
(1) symmetriske udtryk i rodderne, (2) substitutioner, variabelskift og elimination
og (3) brugen af n’terodder og Lagrange-resolvente.

Brugen af symmetriske udtryk i rédderne finder vi forst og fremmest hos Viete og
Girard i forbindelse med formuleringen af Viete-relationerne. Symmetriske udtryk
i rgdderne findes ogsa hos Waring og Vandermonde i forbindelse med hovedsaet-
ningen for symmetriske polynomier. I Vandermondes elegante lgsning af anden-
gradsligningen v.h.a. de elementsere symmetriske polynomier anvendes ligeledes
symmetribetragtninger.

Cardano anvender substitution i sin lgsningsformel for tredjegradsligningen. Va-
riabelskift og elimination af de mellemliggende led i en ligning er baerende elementer
i Tschirnhaus’ metode (og Eulers lignende metode). Bezouts metode bygger lige-
ledes pa elimination. Det overordnede sigte her er, at substitution, variabelskift
og elimination skal fgre til en ny ligning. Denne ligning skal veere af lavere grad
end den oprindelige, og dens rgdder skal indga i udtrykket for rgédderne til den
oprindelige ligning.

Brugen af n’tergdder finder vi forst hos Bezout, idet han som den farste anvender
disse eksplicit. Ogsa Vandermonde anvender n’tergdder i sit forsgg pa at opstille
en funktion for den generelle n’tegradsligning. Savel Vandermonde som Lagrange
benytter sig af resolvente. Brugen af n’tergdder er et vigtigt element i Lagranges
gennemgang af metoderne samt i de sakaldte Lagrange-resolvente. Ruffini tager
udgangspunkt i Lagranges arbejde, nzermere bestemt proposition 1, hvorfor brugen
af resolvente ogsa er et baerende element i hans bevis; Ruffini viser jo, at der for
den generelle femtegradsligning ikke findes en resolvent af grad < 5.

I de ca. 200 ar fra Cardano til Lagrange, forsggte matematikerne uden held, ved
hjeelp af ovennaevnte tre tilgange, at finde algebraiske lgsninger til hgjeregradslig-
ninger. Man kan maske derfor ved forste gjekast mene, at matematikerne i denne
periode ikke var synderlig succesfulde, da ingen af dem jo naede deres mal — at
lgse den generelle n’tegradsligning algebraisk. Imidlertid skulle selve rejsen vise sig
at veere vigtigere end destinationen, da det var ud af biprodukterne af periodens
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kontinuerlige sggen, at de fgrste optrin til gruppeteorien opstod, f.eks. i form af
den i artiklen beskrevne alkymistiske kombinationstanke. Disse ca. 200 ar kan der-
for pa ingen mades siges at have veeret slgve, faktisk var det i denne periode at
grundlaget for Vandermondes og Lagranges store arbejder blev grundlagt, hvorfor
disse ars betydning for Abels og Galois’ resultater heller ikke kan overvurderes.

Lagranges arbejde har som bekendt haft en enorm betydning for Abel og Galois,
som de ogsa selv papegede, og hele permutationsbetragtningen for at bestemme
Galoisgruppen i moderne abstrakt algebra stammer fra netop Lagrange og Van-
dermonde. Ligeledes er Ruffinis og isszer Cauchys arbejde om permutationer i den
efterfglgende periode?® enkeltstaende og har saledes ogsa veeret en uundgaelig kilde
til inspiration for den naeste generations matematikere, savel Abel som Galois.
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