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Det ségs att Christer Fuglesang tappade en skiftnyckel under sin rymdpromenad
nyligen. Enligt Keplers forsta lag kom skiftnyckeln forstas i sa fall att hamna i
en egen elliptisk satellitbana. Man kan fraga sig hur denna bana ser ut. Exempel-
vis: hur langt avlagsnar sig skiftnyckeln fran rymdskeppet? Kommer skiftnyckelns
och rymdskeppets banor att skédra varandra efter 90 minuter, sa att beséttningen
riskerar att f& den i huvudet under en rymdpromenad?

Lat oss betrakta en kropp som ror sig i ett centralt kraftfalt enligt Newtons
gravitationslag. Rorelseekvationerna i poldra koordinater (r,6) ar da

(1) i — 1% = —yM/r?
(2) r + 270 = 0,

dér M ar centralkroppens massa och «y dr den allménna gravitationskonstanten. Om
vi multiplicerar ekvationen (2) med r sa kan vi integrera en géng och f& ekvationen

3) 0 =1L,

dér integrationskonstanten L brukar kallas for Keplerkonstanten och kan tolkas
som kroppens rotationsimpulsmoment relativt origo, om kroppens massa ar 1. Ek-
vationen (3) ger genast Keplers andra lag. Om vi multiplicerar (1) med 7 och
anvander (3) si kan vi integrera dven denna ekvation en gang och fa ekvationen

72 L2 M
) 2 + 272 ro E.
Integrationskonstanten F kan tolkas som kroppens totala energi, eftersom summan
av de tva forsta termerna utgor kroppens kinetiska energi och den tredje termen
ar den potentiella energin.

Beviset for att losningarna till (1), (2) ar ellips-, parabel- eller hyperbelbanor
star i manga elementéra larobocker, och ska inte utforas har. En godtycklig bana
r = r(0) kan skrivas

L?/yM

(5) - 1+ ecosb
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efter en eventuell translation i #-variabeln. Har dr e banans excentricitet. I ellips-
fallet, som ar det som intresserar oss hér, &r 0 < e < 1, och r har ett stérsta och
ett minsta varde som kan fas ur (4) genom att man sétter 7 = 0, vilket ger
2
® oM
272 T

Denna ekvation maste alltsa i ellipsfallet ha tva positiva rotter, vilket svarar mot
att £ < 0.

En cirkulér rérelse pa avstdnd r = R med hastighet v = R@ satisfierar ekva-
tionerna (1) och (2) om v? = yM/R. Keplerkonstanten L har i detta fall viirdet
L = Rv, och den totala energin ar enligt (4)

L? yM
@ E=se &

Eftersom yM/R = v?> = L?/R?, kan vi ocksi skriva F = —L?/2R?> = —yM /2R,
men vi ska se att uttrycket (7) passar oss béttre i fortsattnigen.

Storning av cirkuldr bana. Antag nu att rymdskeppet befinner sig i en cir-
kular bana och att ett foremal kastas ut i radiell riktning med hastighet u rela-
tivt rymdskeppet. Eftersom den radiella hastighetskomponenten inte tillfér négot
rotationsimpulsmoment, kommer féremalet att ha samma Keplerkonstant L som
rymdskeppet. Foremaélet far daremot ett tillskott av kinetisk energi som &r lika
med u?/2, varigenom dess totala energi blir

L? yM  u?

T2R2 R 2
Om vi sétter in detta virde pa E i (6) och flyttar 6ver nagra termer, sa far vi

L? 1 1

(8) S (G- M -5 = 5

Eftersom L? = yMR och v = L/R kan detta skrivas

R? R u? R 2 u?
(571)72(?71)f eller (=-1)"=—

RN r v
vilket ger

r 1
©) R 1+u/v

Om vi infor h = r — R, sd ger detta h/(R + h) = +u/v, och siledes, om u << v,
h/R ~ f+u/v.

Ellipsbanan kan skrivas pa formen (5) eller r = R/(1 + e cos ) efter en eventuell
translation i #-variabeln. Eftersom rmax = R/(1 — u/v), ser vi ocksa att e = u/v.
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Skéarningspunkterna med cirkelbanan svarar mot 8 = +x/2 och ar utkastpunkten
och den diametralt motsatta punkten pa cirkeln. Rymdskeppets hastighet ar un-
gefar 7,4 km/s, och om vi antar exempelvis att skiftnyckeln kastas med 7,4 m/s,
s& kommer alltsd avvikelsen fran cirkulir bana att ges av h ~ R- 1073 ~ 6,7 km
(banradien R &r ungefir lika med jordradien plus 300 km).

Av (9) ser vi ocksa att ekvationen (8) har tva positiva r-rétter om u < v, och
saledes att foremalets bana blir elliptisk i detta fall och i annat fall hyperbolisk.

Omloppstid. Omloppstiden T for en kropp i ellipsbana kan med hjilp av (3)

skrivas ’ ) )
i 1 iy
T:/ dt:/ dﬁ:f/ r2do.
0 o 6 Lo

Med hjalp av uttrycket (5) for banan kan detta skrivas

oo L /2’r df
2M2 ), (1+ecosh)?’

Med residyintegration kan man ganska latt visa att

/2” do L D<o
o (14+ecosh)2 (1 —e2)3/2’ - ’

vilket ger

L3 2w
VM2 (1 — e2)3/2°

(10) T =

Med beteckningen Ty = 2w L3 /42 M?, som &r omloppstiden fér motsvarande cirku-
lara bana (e = 0), kan detta skrivas

T =To(1 —€*)73/2,

Av (5) och (10) foljer genast Keplers tredje lag i en precis form. Fran (5) ser man
nédmligen att ellipsens storaxel 2a kan skrivas

20 = Tinin + T = (2124 M) /(1 — €2).
Om man hiirur 16ser ut 1 — e? och sétter in i (10) si far man

2 a3/?
11 T = ——m—.
() AT

Formeln visar att Keplers tredje lag — kvadraten pa omloppstiden ar proportionell
mot kuben pa medelavstandet — géller exakt, om medelavstandet definieras som
halva storaxeln a.

For skiftnyckeln har vi enligt (9) att 2a = rmin + Tmax = 2R/ (1 — u?/v?), varav

R3/2 9, 2\_3 u? 3u?
— [ — - /2 — - — _3/2 ~ R
T= 27T(fy 72 (1 —u”/v%) To(1 v2) To(1+ 21}2),
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dér vi har anvint att Ty = 27 L3 /42M? och att L? = yMR. Om Ty = 90 minuter
och som forut u/v = 1073 sa blir alltsa T — Ty =~ % -1076 .90 - 60 ~ 0,008
sekunder. Eftersom hastigheten for savil rymdskeppet som skiftnyckeln dr ungefar
7,4 km/s, s finner vi att skiftnyckeln efter ett varv hamnar ungefir 60 meter
bakom rymdskeppet.

L&t oss nu anta att ett foremal kastas fran rymdskeppet med hastigheten w
relativt rymdskeppet i riktning parallellt med dettas rorelseriktning, raknad positiv
i rymdskeppets rorelseriktning. Da édndras Keplerkonstanten: dess nya vérde blir
L1 = R(v + w), och konstanten E far dirmed virdet F = L%/2R?* — yM/R.
Ekvationen (6) lyder ddrmed

Li oM L3 M

2r2 r  2R? R

Denna ekvation har forstas 16sningen » = R. En liknande kalkyl som ovan, varunder
anviinds att yM/R = v?, leder litt till foljande ekvation for den andra lésningen

(12) (1+%)2(§+1)=2.

Vi har sett att rpax eller 7, antas i utkastpunkten och att ellipsens storaxel har
sin ena dndpunkt hér. Det dr ocksa klart att ellipsen tangerar cirkeln r = R i
denna punkt. Harav foljer att ellipsen och cirkeln har utkastpunkten som enda
skarningspunkt, om w # 0. Ekvationen (12) har en &ndlig positiv 16sning om
—V2-1<w Ju < V2 — 1, vilket innebér att foremalet forblir i ellipsbana for dessa
varden pa w och i annat fall 6vergédr i hyperbolisk bana. Om vi sétter r = R+ h
och antar att |w| << v ger detta

(13) h/R ~ 4w /v,

och alltsd 2a = R+ R+ h ~ 2R(1 + 2w/v). Forandringen av medelavstandet ar
alltsa av forsta ordningen i w, vilket medfor att omloppstidens fordndring denna
gang blir storre an i forra fallet. Narmare bestamt far vi

R3/2 w w w
T=21—(1+2=)%2 =Ty(1+2—)%2 = Ty(1 + 3—
W(WM)W( + v) o(1+ U) o(1+ U),

om |w| << v. Foremalets omloppstid &r alltsd stérre &n rymdskeppets om w >
0, det vill siga om foremalet kastas i skeppets rorelseriktning. Om exempelvis
w/v =1073, 84 blir T — Ty ~ 3 - 1073Tp, och om v = 7,4 km/s innebér detta att
foremalet hamnar 120 km bakom rymdskeppet efter ett varv. Om déremot w < 0,
d.v.s. foremélet kastas bakét relativt rymdskeppets férdriktning, sa ar T < Ty
och foremalet dyker upp framfor rymdskeppet efter ett varv. Avstandet d mellan
rymdskeppet och féremalet efter ett varv kan skrivas d = [(T' — Tp)v| = 3Tp|w| =
390 - 60|w| meter, om w &r angiven i meter per sekund.

Lat oss ett 6gonblick aterga till fallet utkast i radiell riktning. Vi har sett att
skiftnyckelns ellipsbana i detta fall skdr rymdskeppets cirkulédra bana i en punkt
pa andra sidan jorden, det vill sdga efter ett halvt varv. Finns det férutsattningar
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for en krock i denna punkt? Lat oss berdkna tiden 7 for skiftnyckelns fard fram till
denna punkt. Antag att utkastet sker med hastighet u << v i riktning bort fran
jorden. Vi har da

== 2dp = — ——dl = — 1+2 0)do
71 _W/QT Rv J_1 /5 (1 —ecosf)? v _,r/z( +2ecos6)

R R Ru
=r—+de—~ur—+4—.
v v v v

1 /2 1 /71'/2 R2 R /2

I den sista likheten har vi anvént att e = u/v. Skiftnyckeln ankommer alltsé till
den diametralt motsatta punkten efter rymdskeppet, och tidsskillnaden #r 4 Ru/v?.
Nar skiftnyckeln nar denna punkt har alltsd rymdskeppet redan hunnit avldgsna
sig med strickan 4Ru/v. Om v = v - 1072 ~ 7,4 m/s, s& &r alltsd avstandet
4R -1073 ~ 27 km.

Finns det nagon kastriktning som leder till att skiftnyckeln och rymdskeppet
krockar efter ett varv? Ja, om kastriktningen har en vertikal komponent u och en
negativ horisontell komponent w med |w| << u, s kommer de bégge effekterna
att kompensera varandra sa att kropparna far samma omloppstid. Ty eftersom
|lw] << u << v sa géller med god approximation att

T w 3 u? w  3u?
—~(1+3—)(1+=-—=)~1+3—+ =-—.
To ( + v)( +202> + v+2v2
Villkoret for att T = T blir alltsa
w U
14 -~ -
(14) U 2v

Om exempelvis u/v = 1073 som forut, s& far vi alltsd w/u ~ —0,0005. Alltsi, om
skiftnyckeln kastas bort fran jorden eller mot jorden med hastigheten 7,4 m/s i
en vinkel av 0,03 grader fran vertikalen i riktning bakat, sd kommer skiftnyckeln
och rymdskeppet att motas efter ett varv. Om skiftnyckeln glider i vig med blott
hastigheten 1 m/s, s& far vi mote efter ett varv om w/u = —3u/v ~ 0,6 - 107*,
vilket motsvarar en vinkel mot linjen jorden — rymdskeppet pa 0,004 grader. Ett
litet vinkelfel skulle hér fa stor betydelse, ty en vinkel pa exempelvis 0,1 grader
motsvarar |w|/u & 1/600, d.v.s. |w| &~ 1/600 m/s, vilket ger d = 3Tp|w| ~ 30
meter.

Exakt villkor for att 7' = Ty. Vi har sett att en satellits omloppstid ar bestdamd
av ellipsbanans storaxel genom formel (11). Omloppstiden kan ocksa uttryckas
med hjilp av den totala energin E, eftersom det finns ett samband mellan a och E.
Genom att multiplicera ekvation (6) med 72 och anvinda sambandet mellan rotter
och koefficienter finner man namligen att 2a = ryax + Tmin = —yM/E och séledes
enligt (11)

T yM
V2 [EPR

Harav foljer att en satellits omloppstid ar bestamd av dess fart (d.v.s. hastighetens
belopp) vid givet avstand fran jorden. Ty om satellitens fart dr vy i en punkt pa

(15) T =
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avstandet R fran jorden, sa ar dess totala energi

vi  AM
1 E=-2Lt_- 1=
(16) 2 R’

och dédrmed kan T bestdmmas uttryckt i v; och R enligt (15) och (16). Om rymd-
skeppet som forut ror sig i cirkular bana med fart v och skiftnyckeln utkastas med
en hastighet som har bade en radiell komponent u och en tangentiell komponent w
(relativt rymdskeppet), s& far skiftnyckeln i kastogonblicket farten u? + (v + w)?.
Villkoret for att T = T blir darmed att

v? =u? + (v+w)?.

Om vi antar att u och w &r mycket mindre &n v, far vi tillbaka villkoret (14).

Mer generellt, om tva satelliter, till exempel rymdskeppet och skiftnyckeln, har
fart vg respektive v; i en punkt pa avstdndet R fran jorden och deras omloppstider
betecknas Ty respektive T, sa géller enligt (15) och (16)

Ty 202 — o3 5/2

Ty (21}2 —v%) ’
dar v = \/yM/R som forut betecknar farten hos en satellit i cirkulér bana med
radie R. Notera att denna formel géller &ven om de bagge satelliternas banor ligger
i olika plan.

Man skulle kunna fraga sig vilken inverkan andra himlakroppars gravitation
har pa skiftnyckelns och rymdskeppets banor, exempelvis solen eller manen. L&t
oss ténka efter. Solens och jordens massor har kvoten Mg/M; = 330000. Rymd-
skeppets avstand till jordens medelpunkt &r 6700 km, och solens avstand till jor-
den/rymdskeppet #r 150 - 105 km. Kvoten gs/g; mellan solens och jordens gra-
vitationskrafter pa rymdskeppet/skiftnyckeln #r dirmed (Mg/Mj)(Rs/Ry)™2 ~
0,66 - 1073. Eftersom g; ~ 10 m/s? s ger detta gs ~ 0,0066 m/s2. Denna gravi-
tationkraft ar inte forsumbar, ty fritt fall under 90 minuter under inverkan av gg
ger en fallstriicka pa 0,0066 - (90 - 60)%/2 meter ~ 100 km. Men jorden sjilv &r ut-
satt for samma gravitation fran solen, s jorden "faller” under samma tid lika lang
stricka mot solen. I forsta approximation kan man darfor sdga att en jordsatellits
bana relativt jorden inte paverkas av solens gravitation. Emellertid finns en liten
paverkan som beror pa att satellitens avstand till solen inte &r alldeles konstant och
att gravitationen ar starkare nér satelliten &r nidrmare solen. Om vi fér enkelhets
skull antar att satellitens banplan &r parallellt med linjen jorden — solen, sa med-
for denna effekt att banan blir en aning utdragen langs linjen jorden — solen, och
storleken av denna effekt &r omvént proportionell mot tredjepotensen av avstandet
till solen. Manens gravitation vid jorden &r mycket mindre &n solens, ty med up-
penbara beteckningar har vi gas/gs = (My/My)(Ry/Ry)™2 = 4-1075. A andra
sidan &r (Mpr/My)(Ry/Rar)? = 671072 medan (Ms/Mj)(R;/Rs)? ~ 30-107Y,
d.v.s. den effekt som beror pa gravitationskraftens r-derivata dr mer &n dubbelt sa

stor for manen som for solen. Detta ar ocksa anledningen till att ménens inverkan
pa tidvattnet ar storre &n solens.
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Fragan om solens och manens inverkan pa satellitbanorna efter ett stort antal varv
kraver helt andra metoder och ska inte diskuteras hér.

En slutsats av allt detta dr att det &r mycket osannolikt att skiftnyckeln efter
ett varv passerar pa rymdpromenadavstand fran Discovery.
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