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Uppgifter

494. Lat a och b vara reella tal, sadana att 3¢ +13% = 17% och 5% 4+ 7° = 11°. Visa
att a < b.

495. Varje sida och varje diagonal i en regelbunden n-hérning, ddr n > 3 ar udda,
malas antingen réd eller bla. Det édr tillatet att mala om dessa kanter (sidor och
diagonaler) pa foljande sétt. I varje steg véljer man ett av hornen och byter farg,
fran rod till bla och vice versa, pa alla kanter som utgar fran det valda hornet.
Visa att det for varje ursprunglig fargsattning gar att &ndra fargerna pa namnt
sitt sa att det efter ett dndligt antal steg utgar ett jamnt antal blamalade kanter
fran varje horn. Notera att en kant kan komma att dndra farg flera ganger under
processens gang. Visa dven att den slutliga fargsattningen bestams entydigt av den
ursprungliga.

496. Los ekvationssystemet
3+ 2 =1
2?22 4 222 = ayz(e +y + 2)°
ireella tal z, y, z.

497.

a. For vilka positiva heltal n existerar det en f6ljd z1, o, ..., z, som innehaller
vart och ett av heltalen 1,2,... n exakt en gang sa att k ar en delare till

T1+ Tz + 0+ Tg

for k=1,2,...,n7

b. Existerar det en odndlig f6ljd x1,xs,... som innehaller varje positivt heltal
exakt en gang sé att k &r en delare till

Ty + T2+ + Ty

for varje positivt heltal k7

498. Lat ABCD vara en konvex fyrhorning och lat Ra, Rp, Rc, Rp vara resp
radier i de omskrivna cirklarna till trianglarna DAB, ABC, BCD, CDA. Visa att
R4+ Rc > Rp + Rp om och endast om ZA+ ZC > /B + ZD.
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Insdanda losningar till uppgifterna 482-486 i Normat 2007:1

482. (Efter Peter Kirkegaard, Gentofte, DK.) Vi vil forst sgge at generalisere op-
gaven ved at erstatte 2007 med et vilkarligt heltal n > 2. Vi har givet vektoren
x = (x1,22,...,2,) € R™, hvor x; > 0 (restriktion 1). Endvidere skal gaelde at
Sp(x) =2 og Cp(x) =1 (restriktioner 2 og 3), hvor S, (x) = z1 +z2 + - + z,, 08
Cpn(X)=z1 -T2+ x2- 23+ -+ Tp_1- Ty + Ty 1. Viskal da finde maksimum og
minimum af kvadratsummen K, (x) = 23 +xz3+---+22. Med n = 2 har vi 2 mulige
(352, 255)

lpsninger (tilfredsstiller restriktionerne 1-3): (x1,z2) = . Begge giver

veerdien 3 for funktionen K,.

Antag dernzest n > 3. Objektfunktionen kan skrives
!/
K (x) = Sn(x)? = 200 (x) = 2 zix;
4,J

hvor apostroffen over dobbeltsummen angiver att denne skal udstraekkes over alle
(i,4), i # j, undtagen de par hvor j =i £ 1 (mod n). Hvis x er en mulig lgsning,
geelder at

i
K, (x) :2—22zixj <2
%,

Veaerdien 2 antages faktisk, nemlig nar fx z; = 29 = 1,23 = -+ = z, = 0.
Maksimum af K, (x) er altsa 2 for alle n > 3, specielt for n = 2007.

At bestemme minimum af K,(x) er en vanskeligere opgave. For n = 3 far vi
Kgvin = 2; for n = 4 far vi K" =1 for #1 = 33 = 13 = 24 = 3. For n > 4 skal
vi vise fglgende lemma:

Lemma: Under bibetingelserna 1-2 geelder for n > 4, at
maxCp(x)=1,x € R"
Yderligere geelder at maksimum kun kan antages for vektorer der har formen
x = (x1,1,1 —21,0,...,0), 0<z; <1
eller er cykliskt ackvivalente hermed.

Bevis: Vi ignorerer forelgbig (1) og finder evt stationzere punkter for C,(x) ved
Lagrange’s metode: % =0, hvor ¥(x) = C,,(x) + A(S,(x) —2). Som eneste lgsning
fas x* = (2,2,..., 2). Hertil svarer C,,(x*) = 2 < 1 nér n > 4. Ideen er nu med
udgangspunkt i x* at bevaege os skridtvis hen til nye punkter der stedse gger C,, (x)
indtil vi sluttelig nar maksimumvaerdien 1. Restriktionerne 1-2 definerer et stykke
(en simplex) H,, af en n — 1-dimensional hyperplan. Idet z = C,(x) fremstiller

en n-dimensional hyperbolsk keglesnitsflade, findes der en retningsvektor u sa man
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ved at bevaege sig langs denne fra x* og ud til et randpunkt y av H,,, hvor mindst ét
y; er 0, sdledes at C,(y) > C,,(x*). Den kvadratiske form er jo cyklisk-symmetrisk,
sa vi kan fx antage y,, = 0.

Hermed er problemet reduceret til at betragte en ny (ikke-cyklisk) kvadratisk form
af orden m =n — 1,

Qm(yla Yz, - .- 7ym) =Y2 + Y2y + -+ Ym—1Ym

Ogséa denne form definerer hyperbolske keglesnitsflader, s& vi kan fortssette den
beskrevne metodik med at opné y; = 0 samtidigt med att objektfunktionen gges.
Det kan ske at det enten er y; eller y,, der bliver 0. Man finder at proceduren
terminerer nar m = 3. Her kan vi nemlig som slutskridt gennomfgre en analytisk
optimering: Vi skal finde maksimum af @) = y1y2 + y2ys under bibetingelserne
Y1+ y2 +ys = 2 og y; > 0; maksimum bliver Q™" =1 for yo = 1, y3 = 1 — y1,
hvor y; kan vaelges arbitreert. (Anm. Detaljerna utelimnas.)

Vi vender nu tilbage til det oprindelige optimeringsproblem hvor vi mangler at

minimere K, (x) under bibetingelserne (1-3) for n > 4. Fra lemmaet ved vi at vi

kun behgver at afsgge punkter af formen x = (z1,1,1 — 21,0,...,0) bortset fra

cyklisk eekvivalens. Vi finder K,(x) = 22?2 — 271 + 2, som bliver minimum for
1

T = 3, Kmin = % for n > 4. Dermed er ogséa det oprindelige optimeringsproblem

med n = 2007 lgst: K5pa2 =2, Kt = 2.

(Ocksé 16st av Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn, DK.)

483. (Originallosning.) Vi anvinder beteckningar enligt figuren. Antag omvént att
vinklarna «, § och « alla &r > 30° och dérmed alla < 150°. I sa fall &ar

(1) sin « - sin 3 sin v > (3)%.

Vi ska visa att forutséttningarna leder till en motséigelse av olikheten (1), vilket
innebér att vinkelantagandet inte kan vara riktigt. Sinussatsen anvind pa de tre
deltrianglarna ger

sina sinf  sinf sing siny sin o
- I - 9

y z z y z z

varav
(2) sina’ -sin # - sin 4’ = sin « - sin B - sin 7.

Eftersom o' + 8" ++' < 90°, & V.L. i (2) < sin & - sin 3 - sin (7 — (¢/ + §'))
= 1(cos(a/ — ') — cos (a/ + B)) - cos (& 4 3'). Med m = cos (o + 3') &r det sista
ledet < %(1 —m)-m < %, med likhet & m = % Under gjorda vinkelantaganden
foljer att bada leden i (2) &r < &, vilket motséiger olikheten (1). Vinklarna a, 3, ¥

kan darfor inte alla vara > 30° och pastaendet ar visat.
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(Ocksa 16st av Peter Kirkegaard, Gentofte, DK.)

484. (Con Amore Problemgruppe, Kgbenhavn, DK.) Lad A veere mengden af
svenske byer, hvorfra der afgar fly til Norge, og lad B veere mangden af norske
byer, hvorfra der afgar fly til Sverige. Der er givet en afbildning f af A ind i B
samt en afbildning g af B ind i A. Endvidere er det givet, at differensmaengden
a\g(B) ikke er den tomme mangde . Det skal vises at der findes en delmaengde
S af A, sadan at A\S = g(B\f(S)). Vi satter

(0#)S = A og Ty = B\f(A) = B\f(5),
(O#)S2 =A\g(T1) CS1 og  To=DB\f(S2) 2T,
(0 #)S3 = A\g(T2) C S og T3 = B\ f(S3) 2 Ty,

Da A og B naturligtvis er endelige maengder, vil det fra et vist nummer n at regne
gaelde at S, = Sp41 = Snq2 = ... 0g T}, = Tp41 = Tp4o = .... Idet vi veelger k
som det naestmindste sidanne naturlige tal, setter vi nu S = S; og T = T}. Idet
det af S = Sy, = A\g(Ty—1) = A\g(T) og T =T}, = B\ f(Sk) = B\ f(9) folger, at

A\S = g(T) = g(B\f(5)),

er pastanden hermed bevist. Det bemaerkes, at S er hele A, hvis og kun hvis f(A)
er hele B.

(Ocksé 16st av Peter Kirkegaard, Gentofte, DK.)

485. (Peter Kirkegaard, Gentofte, DK.) Idet vi indfgrer funktionen f : Ry x Ry —
Ry ved

(3) flam) = [ L
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skal vi altsé bevise at lim,, .o f(a,n) = In(1+a). Substitueres z = (%)L iintegralet
i(3), finder vi

fla,n) =a ng(a n), hvor g(a,n) / mdt

1

Idet a==» — 1 for n — oo geelder for ethvert fast a € Ry, er det klart at vi blot
behgver at bevise lim,, .o g(a,n) =1In(1 + a). Vi seetter g(a,n) = I1 + Iz, hvor

) tl a ti
11:/ 7dt,12:/ =t
o 1+t s 1+t

og hvor 0 < 6 < a. Nu geelder

)
Il</ % dt = 5":1
0 n

Heraf fremgar at I; kan ggres mindre end et fast valgt € > 0 ved at veelge § = §(e)
tilstreekkelig lille, og dette geelder uniformt over ethvert interval n € (ng, o0) hvor
ng er fast.

Vi lader nu n — oco. S& ma der geelde lim, o [ < € og lim,, . I2 f(; TH dt =
In(1+a) —In(1 + d(e)). Greenseveerdien for integralet g(a,n) kan altsa ikke afvige
med mere end € + In (1 + d§(¢)) fra In(1 + a). Da dette gaelder for alle € > 0, kan vi
konkludere at lim, . f(a,n) =In(1 + a) geelder.

(Ocksa 16st av Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn, DK.)

486. (Con Amore Problemgruppe, Kpbenhavn.) (Anm. Alla sidohdnvisningar nedan
ar till Normat 2003:1)

a) Lagrange-resolventen for Q(x) er bestemt ved R(y) = —y3 + by? + 4dy — 4bd,
som ses at have roden b, og derfor kan skrives som

(4) R(y) = —(y —b)(y* — 4d) = —(y — b)(y — 2Vd)(y + 2Vd)

(hvor V/d er et af de to komplekse tal hvis kvadrat er d). Diskriminanten for R(y)
(som er den samme som for —R(y)), og altsd ogsa for Q(z) [if. side 19], er folgelig

D = (b—2Vd)*(b+ 2vd)*(4Vd)* = 16d((b — 2Vd) (b + 2Vd))” = 16d(b* — 4d)>,

dvs. D er et kvadrattal, hvis og kun hvis d er et kvadrattal. Da R(y) har en heltallig
rod, geelder ifglge Setning pa side 17, at n = 4. Og i fortszettelse heraf fremgar af
side 21, linje 6, at G = V (Kleins fire-gruppe)= Zs X Zs, hvis og kun hvis d er et
kvadrattal.

b) I denne situation benytter vi fodnoten ?) pa side 21. Vi definerer et polynomium
P(z) ved P(x) = (2% —bx+d)-22. Idet ved med z1, z2, ¥3 og 74 betegner rgdderne
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i Q(x), geelder at 29 og x374 er rodderne i 2 — bx + d, og at 1 + x2 og T3 + 24
er rgdderne i 22. Rgdderne i 22 — bx + d ses let at veere %(b:l: Vb2 + 4|d\), mens 2
har dobbeltroden 0. Det fremgar af (1), at spaltningslegemet E for R(y) over Q er

bestemt ved E = Q(iy/|d]). Det er tydeligt, at /b? + 4|d| (og dermed rgdderne i

polynomiet #? — bx + d) tilhgrer E (alts kan fas pa formen r + si\/|d|, hvor 7 og
s er rationale tal), hvis og kun hvis b + 4|d| er et kvadrattal. P4 den anden side
fremgar af

b b —4d b b? + 4|d|

2 2
() Q) =attbt+d=("+3) - == +g) —

straks, at hvis b? +4|d| er et kvadrattal, sd er Q(x) reducibelt (i modstrid med det
givne). Af fodnoten fremgar nu, at Galois-gruppen for P(x) er D4 som péastaet.

¢) Vi kan nu forudsaette, at d er et positivt helt tal, som ikke er et kvadrattal. I
denne situation ses spaltningslegemet E for R(y) over Q at veere Q(1 / |d|) Videre

bemeerker vi, at det af forste del av omskrivningen i (5) fremgér, at hvis b? — 4d
(= b% — 4|d|) er af form h? eller (hi)?, hvor h er et helt tal, sd er Q(z) reducibelt i
modstrid med forudsaetningen. Vi kan derfor forudsatte, at = b* — 4|d| ikke er af
denne form; og da stgrrelsen = b? — 4|d| er afggrende for, om Galois-gruppen er Z,4
eller Dy, kan vi forudsaette b > 0.

Rgdderne i 22 — bz + d ses her at vaere (b + \/b? — 4|d|). Det er klart, at hvis
b2 —4|d| < 0, sa tilhgrer redderne ikke F, dvs.Galois-gruppen er D 4. Hvis b? —4|d| >
0 [men altsd, lige som d, ikke et kvadrattal; dvs. d > 2 og b* — 4|d| > 2], er
spergsmalet, om vi kan finde rationale tal r og s, sddan at Vb2 — 4d = r + sV/d. I
s& fald vil geelde, at b2 — 4d = r2 + s2d + 2rs\/d, og dermed at mindst ét af tallene
r og s ma veere 0. Da s ikke kan veere 0, ma altsa geelde at r = 0. Det medfgrer, at

(6) b = (s* +4)d.

Hvis nu yderligere ged(b, d) = 1, sd er (6) en modstrid. Vi kan derfor slutte, at hvis
ged(b, d) = 1, si tilhgrer redderne i 2 — bz +d ikke E; dvs. Galois-gruppen er ogsa
i denne situation Dy.

d) Det fremgar af det ovenfor sagte, at hvis Galois-gruppen for Q(z) er Z4 [som
ifglge side 21, linje 6 og lidt frem, er eneste mulighed for, at Galois-gruppen &ar
cyklisk], s& ma det ngdvendigtvis geelde, at d > 2, d er ikke kvadrattal, b* —4d > 2,
b% — 4d er ikke et kvadrattal, samt at ged(b,d) > 2. Yderligere fremgéar af (6), at d
ngdvendigtvis ma ga op i b2, samt at der findes et helt tal s > 1, sddan at

b2
7 L
7 2=2
Hvis omvendt alle disse betingelser er opfyldt, sa gaelder for » = 0 og s som det
ved (7) bestemte positive hele tal, at /b2 — 4d = r + sV/d, dvs. at E indeholder
alle rodderne i P(z), med andre ord at Galois-gruppen for Q(x) er Zj.

(Ocksa 16st av Peter Kirkegaard, Gentofte, DK)



