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Den vanliga vektorprodukten i det reella tredimensionella rummet har bland annat
foljande viktiga egenskaper:

e Den &r bilinjar,
e produkten av tva vektorer ar vinkelrdt mot dem bada, samt

e lingden av en produkt &r lika med arean av den parallellogram som spanns
upp av de tva faktorerna.

Om man tar dessa tre egenskaper som axiom, kan man stélla frigan om det gar att
inféra vektorprodukter pa andra reella vektorrum #n R3. Det visar sig att svaret
ar ja precis i dimension 0, 1, 3 och 7, och att vektorprodukten #r unik (upp till
isomorfi) i varje dimension. Vi presenterar ett elementért och vad det verkar nytt
bevis for denna klassiska sats.

Definitioner och resultat

En reell vektorproduktalgebra ir alltsé ett euklidiskt rum® V = (V, ()) utrustat med
en bilinjar multiplikationsavbildning

VxV =V (uv) —w
som uppfyller axiomen
1. (uwv,v) =0, (uv,u) =0,
2. JJuvl? = [lul?[lv]l? - (u,v)?

for alla u,v € V.2 En morfism mellan tva vektorproduktalgebror V och W &r
en ortogonal® avbildning ¢ : V' — W som uppfyller p(uv) = ¢(u)p(v) for alla

LA priori ej nédvéndigtvis dndligtdimensionellt

2Notera att inga andra krav stélls pa multiplikationen &n de ovan ndmnda. Begreppet algebra
avser i denna artikel enbart ett vektorrum med en bilinjar multiplikation, som ej forutsitts vara
associativ.

3En linjér avbildning ¢ : V — W mellan euklidiska rum sigs vara ortogonal om (@ (u), ¢(v)) =
(u,v) for alla u,v € V.



158  Erik Darpo Normat 4/2007

u,v € V. Vektorproduktalgebrorna V' och W ar isomorfa om det existerar en
bijektiv morfism ¢ : V — W.

Fran villkor 2 féljer att ||[u?(|? = [Jul|?||ul|® — (u,u)? = 0, alltsd u? = 0 for alla
u € V. Detta ger att 0 = (u +v)? = u? + uv + vu + v? = uv + vu, sa

(1) uv = —0u

for alla u,v € V, det vill sdga att multiplikationen i V' ar antikommutativ. Det-
ta betyder ocksd de tva ekvationerna (uv,v) = 0 och (uv,u) = 0 i villkor 1 &r
ekvivalenta, enbart en av dem &r nédvéndig for definitionen.

Ekvationen (1) tillsammans med punkt 1 i definitionen ger nu

0= (v(u+w),u+w) = (vu,u) + (vu, w) + (vw,u) + (vw, w) =

= (vu, w) + (vw,u) = —(uv, w) + (u,vw),
det vill saga
(2) (uv, w) = (u, vw)

for godtyckliga u, v, w € V.
Slutligen ser vi att 2 i definitionen medfor att

(3) |luv|]| =1 for varje ortonormalt par u,v € V.

Det ar inte svart att visa att ekvationerna (1)—(3) (tillsammans med bilinearitet) i
sjalva verket ger en ekvivalent definition av en vektorproduktalgebra.

Vart huvudresultat ges av Sats 1 nedan. Rummet R™ anses utrustat med stan-
dardskaldrprodukten, sa att (e;,e;) =1, och (e;,e;) =0 om i # j.

Sats 1. Varje vektorproduktalgebra dr isomorf med ndagon av nedanstiende alge-
bror:

e Den triviala algebran {0}.
e Den I-dimensionella algebran R med multiplikation uv = 0 for alla u,v € R.

e Den 3-dimensionella algebran R3 = span{ey, ea, e3} med multiplikation given
av den ovre vinsta delen av Tabell 1.

e Den 7-dimensionella algebran som ges av Tabell 1.

Speciellt innebér Sats 1 att varje vektorproduktalgebra ar &ndligtdimensionell, och
att tva vektorproduktalgebror av samma dimension &r isomorfa.*

Beviset for Sats 1 ges i nésta kapitel. Aterstoden av detta kapitel dgnas at
sammansattningsalgebror och deras relation till vektorproduktalgebror, samt hur

4Det finns &ven en definition av vektorproduktalgebror ver godtycklig grundkropp k av ka-
raktéristik skild frén 2 (se exempelvis Brown, Gray [1]). Den allménna definitionen tillimpad pa
det reella fallet skiljer sig ndgot fran var (den symmetriska formen () férutsitts inte vara positivt
definit). Med denna definition kommer det att finnas exakt tva isomorfiklasser av vektorproduk-
talgebror i vardera dimension 1, 3 och 7.
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€1 €9 €3 €4 €5 €g (rd
el 0 es —eg es —eq4 —e7 €6
€9 —€3 0 €1 €g er —€4 —€;5
€3 €9 —e1 0 (&rd —€g €5 —€4
eq | —€e5 —eg —er 0 el ea es
€5 €4 —er (& —€1 0 —E€3 €9
€g (&rd €4 —E€5 —€9 €3 0 —€1
er | —eg es ey —es3 | —eg el 0

Tabell 1: Den 7-dimensionella vektorproduktalgebran

denna relation kan utnyttjas for att bevisa Hurwitz sats om sammanséttning av
kvadratiska former (se nedan).

En sammansdttningsalgebra (composition algebra) 6ver R ar ett euklidiskt rum
A # 0 utrustat med en bilinjar multiplikation sddan att ||uv| = |lul|||v] for alla
u,v € A. En morfism ¢ : A — B mellan sammanséttningsalgebror &r en ortogonal
avbildning som uppfyller ¢(ab) = p(a)p(b) for alla a,b € A. Sammanséttningsal-
gebror uppstod ur det som idag kallas Hurwitz problem: For vilka n € N\ {0}
existerar det bilinjara former

k k
Ck:Ck(fan): Zagj)gznj7 a§])€R7 k:177n
ig—1

sa att
(4) G4 +C=E++&)mi++nd)

for alla &1,...,&, 71, -+, €ER?
Givet sadana bilinjara former &r det euklidiska rummet R™ med multiplikationen

(5) (3:1’ s 7xn)(y1’ s 7yn) = (Cl(x7y)v - ,Cn(x,y))

en sammansattningsalgebra. Omvént; givet en sammanséattningsalgebrastruktur pa
R™ kommer de bilinjira former ¢ som definieras av (5) att uppfylla (4). Att 16sa
Hurwitz problem é&r alltsd ekvivalent med att bestdmma de n € N for vilka det
finns en sammanséattningsalgebra A med dim A = n.

Lésningen gavs av Hurwitz [5] &r 1898, som visade att sddana former existerar
precis nar n € {1,2,4,8}. Vi skall visa att samma resultat foljer fran Sats 1, tillsam-
mans med Sats 2 nedan, som ger ett starkt samband mellan vektorproduktalgebror
och sammansittningsalgebror med identitetselement?®.

Forst ser man, att givet en dndligtdimensionell sammanséttningsalgebra A kan
man konstruera en sammanséattningsalgebra med etta av samma dimension: Be-
trakta ett godtyckligt element a € A med |la|| = 1. Eftersom |az| = ||za|] =
[lalll|z|| = ||z|| for alla x € A, sa &r de linjara avbildningarna L, : A — A, z — ax
och R, : A — A, x — za ortogonala, och ddrmed &ven inverterbara. Definiera

5Ett identitetselement (eller etta) i en algebra A &r ett element 14 € A som uppfyller 14u =
uly = u for alla u € A.
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rxy = R;Yx)L; (y). Nu dr (A, *) en sammansittningsalgebra, ty ||z * y|| =
IR (@)L, @)l = IR, @)L 0)] = llellly]l. Vidare ér dim(A, %) — dim 4,
och a?xx =z =xxa® for allaz € A, sd a® ir en etta i (A, x). For att 16sa Hurwitz
problem racker det alltsé att betrakta sammanséttningsalgebror med etta.
Givet en vektorproduktalgebra V' definieras en multiplikation pa rummet R x V'
enligt
(a,v) - (B,w) = (af — (v, w), aw + Pv + vw),

och en skalarprodukt ((a, v), (6, w)) = af+ (v, w) (dér (v, w) avser skaldrprodukt-
eniV). Vianvander H(V) som beteckning for R x V utrustat med dessa strukturer.

Antag att A &r en sammansattningsalgebra med identitetselement 1 4. Satt Ag =
15 ={z € A|(x,14) =0} ochlat P: A — Ag vara den ortogonala projektionen av
A pé underrummet Ag. Vi definierar Z(A) = (Ao, %), ddr multiplikationen "x’ ges
av uxv = P(uv). Rummet Z(A) ar euklidiskt, med den inducerade skalérprodukten
fran A. Foljande sats sdger att sammanséttningsalgebror med etta och vektor-
produkter visentligen ar ekvivalenta koncept. Den visades forst av Brown och Gray
[1, Theorem 4.1].

Sats 2.

1. Om V dr en vektorproduktalgebra, sa dar H(V) en sammansdtiningsalgebra
med etta. Varje sammansdatiningsalgebra med etta ar isomorf med H(V') for
ndgon vektorproduktalgebra V .

2. Om A dr en sammansdattningsalgebra med etta, sa ar Z(A) en vektorprodukt-
algebra. For varje vektorproduktalgebra V' finns en sammansdtiningsalgebra
A sd att Z(A) dr isomorf med V.

3. For varje vektorproduktalgebra V galler att TH(V') dr isomorf med V', och
for varje sammansdattningsalgebra A med etta gdller att HZ(A) dr isomorf
med A.

Det &r inte svart att visa, att H och Z i sjalva verket &r funktorer, som definierar
en kategoriekvivalens.

Bevis (skiss): Att visa att H(V') ar en sammanséttningsalgebra med identitetsele-
ment (1,0) € Rx V', om V ar en vektorproduktalgebra, &r en ren rutinverifikation.
For att visa att Z(A) ar en vektorproduktalgebra krévs lite forarbete.

Lat A vara en godtycklig sammanséttningsalgbra, och z,y,z € A. Da &r

Iz +9)2l* = llz +ylPllz01* = (2l + ly1* + 262, y)ll2]* =
= ll=lll21* + gl |21 + 2z, y) 2]

men aven

(@ + )20 = lloz + yzl|* = o2 + llyz|* + 2(zz,y2) =
= 21201 + Nyl [l2]* + 2(zz, yz).

Saledes géller
(z2,y2) = (2, ) |2]|*.
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P& samma sétt kan man linearisera denna identitet genom att ersitta z med z +w
och utveckla hoger- och véansterled var for sig. Detta ger identiteten

(6) (xz,yw) + (zw, yz) = 2{x,y){z,w) for alla z,y,z,w € A.

Lat nu A vara en sammanséttningsalgebra med etta. Vi skall visa att Z(A) =
(Ao, x) &ar en vektorproduktalgebra. Genom att sétta y = w = 14 i (6) far man for
alla z, 2 € Ag att (z2,14) = —(x,2). Av detta féljer att (z%,14) = —||z||®> = —||2?||
och dérmed

(7) 22 = —||z|*1a, xx2=P(2*) =0.

Det senare implicerar anti-kommutativitet for *x’, vilket &r villkor (1) i var alter-
nativa definition av en vektorproduktalgebra. Om istéllet x, z € Ay ar ortonormala
fas (xz,14) = 0 och darmed ||z x z|| = ||P(z2)|| = ||lzz|| = ||z||||z|| = 1, s& &ven
villkor (3) &r uppfyllt. Ekvationen (u x v,w) = (u,v x w) fas genom att sétta
z=14, z,y,2 € Ag i (6).

En morfism ¢ : A — B mellan sammanséttningsalgebror &r i synnerhet en
ortogonal avbildning, och ¢(14) = 1p. Darfor inducerar ¢ en avbildning ¢q :
Ayp — By, v — @(v) mellan de ortogonala komplementen till 14 respektive 1p.
Man visar latt att ¢ &r en morfism Z(A) — Z(B) av vektorproduktalgebror, som
ar bijektiv om och endast om ¢ &r bijektiv. P4 samma ger varje morfism f : V — W
mellan vektorproduktalgebror upphov till en morfism f : H(V) — H(W), (o, v) —
(a, f(v)) som &r bijektiv precis nir f ar det.

Om A dr en sammanséttningsalgebra med etta sa &r definierar («, v) — als+v
en isomorfism HZ(A) — A. For varje vektorproduktalgebra V' galler TH(V) = V.

O

Korollarium 3.

1. Varje reell sammansdttningsalgebra med etta dr isomorf nagon av féljande
algebror: De rella talen R, de komplezxa talen C, kvaternionerna H och okto-
nionerna Q.

2. Det existerar bilinjira former ¢ = (x(§,m), k = 1,...,n som uppfyller (4)
om och endast om n € {1,2,4,8}.

Bevis. Enligt Sats 2 kommer varje sammanséttningsalgebra med etta vara isomorf
med H(V), dar V' &r nagon av de vektorproduktalgebror som anges i Sats 1. De
algebror som uppkommer pa detta satt ar precis R, C, H och Q.

Bilinjara former som uppfyller (4) existerar om och endast om det finns en
sammanséittningsalgebra A med etta sddan att dim A = n, det vill sdga om och
endast om n € {1,2,4,8}. O

Klassen av reella sammanséttningsalgebror med identitetselement sammanfaller
med klassen av reella #ndligtdimensionella alternativa® divisionsalgebror. Dirmed
ger vart studium &ven ett nytt bevis for satsen att varje sidan divisionsalgebra ar

6En algebra kallas alternativ om varje underalgebra som genereras av tva element dr associativ.
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isomorf nagon av R, C, H och Q. Originalbeviset till denna sats gar tillbaka till
Zorn [10].

Varje sammanséattningsalgebra A med etta &r utrustad med en naturlig involution:
Fora=aly+xz € Rly ® Ay = A definieras a = aly — z. Enligt ekvation (7) &r

2?2 = —||z||?1 4 och dirmed

2

aa = (alg +z)(aly —x) = a®ly — 22 = 14 + ||z]|*14 = ||a]|® 14.

Om vi identifierar R14 C A med kroppen av skaldrer R, far vi alltsa
la|| = Vaa for alla a € A.
Av Sats 2 foljer att
vw = —(v,w)la + Plow) for alla v,w € Ay.

Dérmed giller
1
(8) vXw=Plww) = §[v7w]

dar [v, w] = vw — wv & kommutatormultiplikationen. Vektorprodukten pa Ay ges
alltsd av kommutatorn pa A. Om A &r associativ dr den en Liealgebra under [ |,
och av (8) foljer d& att #ven Z(A) = (Ao, x) &r en Liealgebra.” I fallet A = H &r
Z(A) isomorf med so3R.8

Den sjudimensionella vektorprodukten (hir betecknad V7) ar i motsats till de
lagredimensionella inte en Liealgebra. For att se detta, lat u, v, w € V7 vara ortonor-
mala, och w &ven ortogonal mot uv (sddana vektorer existerar eftersom dim V; > 3).
Av Lemma 4:3 nedan f6ljer att (uv)w = (vw)u = (wu)v. Dessutom &r ||(uv)w|| = 1,
och séledes

(uwv)w + (vw)u + (wu)v = 3(uv)w # 0.

Den sjudimensionella vektorprodukten uppfyller alltsa inte Jacobiidentiteten.

Vektorproduktalgebror studerades, och klassificerades, forst av Eckmann [4] med
hjalp av topologiska metoder. Sambandet med sammanséttningsalgebror utnytt-
jas for en klassifikation av Massey [8], som dven ger ett alternativt bevis base-
rat pa resultat fran algebraisk topologi. Vektorprodukter 6ver allménna kroppar
av karaktéristik skild fran tvA har behandlats av Brown och Gray [1] (av dem
kallade “two-fold vector products”), som &ven de anvinder sambandet med sam-
mansdttningsalgebror for att nad en klassifikation. Rost [9] har bevisat att om d
ar dimensionen hos en vektorproduktalgebra 6ver en kropp k, chark # 2, sa ar
d(d—1)(d—3)(d—7) =01 k. Till detta kan laggas ett flertal artiklar som behand-
lar sammanséttningsalgebror, sdsom [7], [6] och [2]. Se dven forfattarens kommande
artikel [3].

"En Liealgebra g = (g,[]) &r en algebra vars multiplikation uppfyller [z,z] = 0 och [[z, y], 2] +
[ly, z]z] + [[#,y], ] = 0 (Jacobiidentiteten) for alla x,y,z € g. Det ar ett generellt resultat, att
varje associativ algebra A &ar en Liealgebra under sin kommutator.

0 z3 =z
8En isomorfism Z(H) — so3R ges av x1i + x2j + 3k — (—.1‘3 0 1 )
—x9 —x1 O



Normat 4/2007 Erik Darps 163

Bevis for Sats 1

Idén i vart bevis skiljer sig fran de i de ovan namnda publikationerna. Framstall-
ningen ar elementéar, och oberoende av sambandet med sammanséattningsalgebror.
Tanken &r att konceptet med multiplikativt oberoende méngder som introduceras
skall gora vektorproduktalgebror mer intiutivt lattforstaeliga.

I &terstoden av denna artikel kommer V' och W alltid att beteckna reella vektor-
produktalgebror. Nedanstdende lemma &ar grundlaggande for att forsta strukturen
hos en vektorproduktalgebra.

Lemma 4. Antag att u,v € V' dr ortonormala. Da gdller foljande:
1. u(uv) = —v,
2. v(uv) = u.

Om ddrutéver w € V dr ortogonal mot w och v, sd géller dven
3. ulvw) = —(uwv)w = (vu)w.

I synnerhet dar span{u,v,uv} slutet under multiplikation, och dirmed en under-
algebra till V.

Bevis. Eftersom u ar en enhetsvektor, sa foljer fran ekvationen (3) att den linjéra

avbildningen ut — u', x — ux ortogonal.® Saledes giller for alla z € V att

(x,u(uv)) = (zu, uv) = —(ux, w) = (uz,u(—v)) = (x, —v).

Detta betyder att u(uv) = —v. Identiteten 2 dr en omformulering av 1 med hjalp
av antikommutativitetsvillkoret (1).
Fran 1 far vi att

—[Ju+w|*v = (u+w) ((u+w)v) = (u+w)(uww +wv) =
= u(uv) + u(wv) + w(uw) + w(wv) =
= —[lul?v + u(wo) + w(ww) — |Jw|*v =

= —|lu + w||*v — u(vw) — (wv)w.
Alltsa géller u(vw) = —(uv)w. O

Vart grundldggande verktyg for att forsta vektorproduktalgebror ar multiplikativt
oberoende mdngder. Vi sager att en andlig delmangd E C V &ar multiplikativt
oberoende om varje e € E &r normerad och ortogonal mot underalgebran (E.) C V
som genereras av E, = E \ {e}.

Lat F C V vara en multiplikativt oberoende méngd, och e € E. Av Lemma 4
foljer att (E.) + (e) + (Fe)e C V &r en underalgebra:

9Med ul avses det ortogonala komplementet till u i V, alltsd ut = {v € V | (u, v) = 0}.
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Antag att z,y € (E.), x = ay + 2’ dar a € R och (z/,y) = 0. Nu géller

Ty € <E€>7
xze € (E.)e,

z(ye) = (ay +2')(ye) = —ally|’e — (zy)e € (e) + (Ee)e,
ee =0,

e(ye) =y € (Ee),
(ze)(ye) = (ye)(ex) = ((ye)e)r = (—y)x = xy € (E.).

Alltsd ar (E.) + (e) + (E.)e slutet under multiplikation, och séledes en underal-
gebra i V. Eftersom E C (E.) + (e) + (E.)e C (E) sa betyder detta att (F) =
(E)+ () + (Eoe.

Enligt antagande ar (e) ortogonal mot (E.). Dessutom géller, for z,y € E., att
(z,ye) = (zy,e) = 0 och (e,xe) = —(e,ex) = —(e?,z) = 0. Alltsd ir dven (E.)e
ortogonal mot bade (E.) och (e). Sammanfattningsvis géller alltsa att

9) (E) = (Ee) @ (e) © (Ec)e

med summanderna i hogerledet parvis ortogonala.

Lemma 5. Om E C V dr en multiplikativt oberoende mdngd och f € V normerad
och ortogonal mot (E), sd dr dven EU {f} multiplikativt oberoende.

Bevis. Enligt antagande ar f ortogonal mot (F). Aterstar att visa att varje e € E
ar ortogonal mot (E. U {f}). Men (E. U{f}) = (E.) & (f) ® (E.)f. Vi vet enligt
antagande att e ar ortogonal mot (E,.), och mot f. Dessutom &r (e,xf) = (ex, f) =
0 for alla x € (E,), varfor e &r ortogonal dven mot (E.)f. O

Som konsekvens av lemmat far vi att om V ar dndligtdimensionell, sd finns en
multiplikativt oberoende méngd F C V sadan att V' = (F). En sddan méngd
kallar vi en multiplikativ bas for V.

Den tomma méngden ar multiplikativt oberoende, och (@) = {0}, det vill sdga
dim(@) = 0. Av (9) foljer att dim(E) = 2dim(E,) + 1 for varje multiplikativt
oberoende mangd F och varje vektor e € E. Dérfor galler att dim(E) = 2™ — 1,
dar n ar antalet element i E.

Antag nu att E = {u,v,w,z} C V &r en multiplikativt oberoende méngd (sé
dim(F) = 15). Vi far

u(v(wz)) = u((wv)z) = (wv)u)z = —((vw)u)z
u(v(wz)) = (vu)(wz) = (w(vu))z = ((vw)u)z.

Alltsé ar u(v(wz)) = 0, vilket motséger att E &r multiplikativt oberoende. Sale-
des kan ingen multiplikativt oberoende méngd innehalla mer &n 3 element. Det-
ta utesluter existensen av oéndligtdimensionella vektorproduktalgebror, eftersom i
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en sddan algebra skulle det vara mojligt att konstruera multiplikativt oberoende
méngder med godtyckligt manga element. Vidare betyder det att varje vektorpro-
duktalgebra har dimension 0, 1, 3 eller 7.

Vi visar nu med induktion att tva vektorproduktalgebror av samma dimension
maste vara isomorfa. Basfallet V.= W = (0) = {0} ar klart. Lat E och F vara
multiplikativa baser for V respektive W, dimV = dim W, och e € E, f € F.
Det foljer att E och F har samma antal element. Enligt induktionsantagandet
finns det en isomorfism ¢ : (E.) — (Fy). Vi definierar nu ¢ : V. — W genom
x4+ de+ye) = @)+ Af +o(y)f, for z,y € (E.), A € R. Man verifierar direkt
att ¢ ar en morfism. Eftersom ¢ &r bijektiv sa foljer av konstruktionen att ¢ ocksa
ar det. Avbildningen ¢ : V — W &r alltsa en isomorfism.

A andra sidan &r det inte svart att kontrollera att V = R” med multiplikation
given av Tabell 1 uppfyller axiomen for en vektorproduktalgebra. Givet detta ar det
ocksé klart att span (), span{e; } och span{e, ez, e3} ar underalgebror (och dirmed
sjilva vektorproduktalgebror) av de typer som anges i satsen.

Vi har visat att varje vektorproduktalgebra har samma dimension som négon
av de ovan ndmnda (ndmligen 0, 1, 3 eller 7), och att tva vektorproduktalgebror
av samma dimension &r isomorfa. Darfor maste varje vektorproduktalgebra vara
isomorf med nagon av dessa fyra, vilket ar pastaendet Sats 1.
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