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Oéandligt smé tal — infinitesimaler — var en sjalvklar del av grunden for differential-
kalkylen innan Dedekind, Weierstrass och andra runt 1870 genomforde den sé kalla-
de aritmetiseringen av analysen, dvs konstruerade reella tal i termer av foljder eller
méngder av rationella tal och definierade kontinuititet och gransvéarden i termer av
dessa. Trots att den “naiva” infinitesimalkalkylen var rik p& motségelser har den
egentligen aldrig dott ut som en intuitiv metod. Ar 1961 visade Abraham Robin-
son att en konstruktion som anvénts for ickestandardmodeller av Peanoaritmetiken
dven kunde anvéindas for att ge en rigords tolkning av infinitesimalkalkylen. Redan
1934 hade Thoralf Skolem konstruerat aritmetiska modeller med oéndligt stora tal.
Robinson tillimpade metoden pa kroppen av reella tal istéllet for de naturliga ta-
len och kunde pa sa sétt forena Weierstrassk analys med infinitesimaler. Robinson
gav i sin bok Nonstandard Analysis (1966) exempel pa att resonemang med infini-
tesimaler faktiskt var helt riktiga om man bara infér nagra l&ampliga distinktioner
som dr mojliga inom hans teori. Vidare undersékningar i denna anda utfordes av
Lakatos (1966/1978) och Cleave (1971). Mer begrénsade modeller med infinitesi-
maler hade konstruerats langt fore Robinsons modell. Detlef Laugwitz och Curt
Schmieden publicerade 1958 en uppsats om den sa kallade Q-kalkylen som hade
ett liknande syfte som ickestandardanalysen. Deras mer elementéra konstruktion
kan pa goda grunder hévdas fanga det dldre infinitesimalbegreppet val. Under alla
omsténdigheter fortjanar (2-kalkylen att vara béattre kénd, vilket vi hoppas kunna
bidra med i denna artikel.

Till matematikhistoriens mest omdiskuterade satser hor Cauchys sats fran 1821
om seriesummans kontinuitet (Spalt 2002). Den kritiserades och modifierades av

I Artikelférfattaren stods av ett forskningsbidrag fran Vetenskapsradet (VR) i Sverige. Artikeln
bygger pa ett seminarium som holls fér en grupp matematikhistoriker i Uppsala, februari 2003.
Ett sarskilt tack gar till Anders Oberg och Kajsa Brating for intressanta samtal om Cauchys och
Bjorlings summasatser.
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en rad beromda matematiker: Abel, Seidel och Stokes. Aven den med Cauchy sam-
tida svenske matematikern E.G. Bjorling var involverad i diskussionen; se Domar
(1987) och Brating (2007) for analyser av dennes insats och ytterligare referen-
ser. I moderna termer tycks Cauchys sats innebéara att om en f6ljd av kontinuerliga
funktioner konvergerar punktvis mot en funktion sé &r denna funktion kontinuerlig.
Detta dr naturligtvis ett felaktigt resultat (se exempel nedan). Den nu vedertagna
korrigeringen av Cauchy ar att 1ldgga till kravet att konvergensen skall vara likfor-
mig. Laugwitz (1987a) menar dock att Cauchys sats ar korrekt om man anvander
Cauchys egna definitioner, och dérmed infinitesimaler. Utan att ge oss in i ndgon
matematikhistorisk debatt skall vi hdr presentera en tolkning i 2-kalkylen som ger
vid handen att Cauchy sats inte bara ger ett tillrdckligt villkor, och utan ocksa
ett nodvandigt villkor, for att en foljd av kontinuerliga funktioner som konvergerar
punktvis skall ha ett kontinuerligt gransvéarde. Detta ger alltsé ett battre resultat
an den korrigerade satsen.

1 En elementar modell for infinitesimaler

De grundliaggande begreppen i Q-kalkylen (Schmieden och Laugwitz 1958, Laugwitz
1987) dr betydligt enklare och mer intuitiva dn de i Robinsons ickestandardanalys,
och kan presenteras utan hanvisning till satser om predikatlogik eller avancerade
méngdteoretiska konstruktioner, sdsom kompakthetssatsen eller ultrafilter.

En vanlig informell beskrivning av infinitesimaler var historiskt sett som “kvanti-
teter som gar mot noll”. Den avgérande fragan ar hur den dynamiska aspekten skall
forstas, dvs vad man menar med “gar mot”. Med det moderna funktionsbegreppet
beskriver vi dem naturligt som talféljder som konvergerar mot noll. Féljderna
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konvergerar bada mot noll, fast med olika hastighet. Foljden a underskrider f6ljden
b fran och med 3:e termen. For talfoljder x = (1, 2, 23,...) ochy = (y1,y2, Y3, - - -)
definierar vi allmént relationen <* (underskrider)

x <* y om, och endast om, det finns nagot n sa att for alla m > n géller z,, < ym
For varje godtyckligt tal c later vi ¢* beteckna den konstanta f6ljden
¢ =(ccc,...).
Tydligen géller da att for varje positivt tal e:
a<*er.

Dessutom géller 0* <* a, sa a ar storre &n noll. Detta &r en &kta infinitesimal, dvs
ett odndligt litet tal som ej ar noll. Talfoljden

Q=(1,2,3,...)
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overskrider a andra sidan varje N* dar N &r ett givet naturligt tal. {2 kan ddrmed
kallas for ett odndligt tal.

Konstruktionen kan generaliseras. For varje mdangd M av tal, eller andra mate-
matiska objekt, inférs en ickestandard version M* av méngden M som &r méngden
bestdende av alla odndliga f6ljder x = (z1, z2, 3, ...) dar varje term xy, tillhor M.
(Ekvivalent: M™* &r méngden av funktioner N — M. De naturliga talen &r hér
N ={1,2,3,...}.) Med beteckningarna ovan har vi a,b € R* och {2 € N*.

De vanliga aritmetiska operationerna utvidgas till ickestandardtal genom att
lata dem verka termvis

(w1, 22,23, ) + (Y1, Y2, Y3, ) (x1 +y1, 22 +y2, 23+ y3,...)
(9317962,!76& e ) : (ylay27y3a e ) (Ilyhﬂ?zyz,l’?)y?w .- )
—($1,$2,x3,"') = (_xla_an_x?n"')
)l (

|($1,LL’27.’173, o

|331|’ |‘T2|7 |$3‘7 . )
Tydligen géaller da for exemplen ovan att

a-Q-Q=1%  b-(Q+3)=1%

sd a och b kan betraktas som de inverterade talen Qi respektive (Qi}k) Det vore
naturligt att betrakta talet {2 — 1 som inverterbart, men dess representerande foljd
ar

(0,1,2,3,...)

s& den forsta termen i f6ljden (2 —1)-x &r 0 oavsett val av x. Alltsa har Q —1 inte
en invers i en strikt mening. Problemet &r att termvis likhet mellan foljder ar ett
alldeles for strangt krav. Vi definierar istéllet relationen =*, slutligen lika,

x =" y om, och endast om, det finns nagot n sa att for alla m > n galler x,,, = Y.

Antag nu att x € R* och 0 <* |x|. DA finns det alltsd n sa att |z,,| > 0 for alla
m > n. Lat y,, =z} for m > n och y,, = 0 for m < n. DA giller uppenbarligen
att

xy=(x1-0,...,2p-1 " O,mnxgl,anx;L, s =11k

Man bortser alltsé fran de inledande nollorna i véansterledet.

Det &r ldtt att se att =* &r en kongruensrelation med avseende pé de aritmetiska
operationerna och relationen <*. Det &r nu mojligt att definiera en algebraisk
struktur pa ekvivalensklasserna. Man kan forstas lika garna skriva ut =* pa samma
satt som vid modulordkning, vilket vi skall géra har.

Notera att u* =* v* omm u = v samt att «* <* v* omm u < v. For att f& en
lattare notation utelamnas % ofta pa vanliga konstanter samt pa relationerna =*
och <*.

Definitioner. Lat x,y € R*. Da

(a) x infinitesimal om |x| < e* for alla positiva e.
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(b) x och y ligger odndligt ndra, symboliskt x ~ y, om x — y &r infinitesimal.

(d

)

(¢) x &r dndlig, om |x| < e* f6r nagot positivt €.
) x ér standard om x = u* f6r nagot u € R.
)

(e) x ar konvergent om det ligger odndligt néra ett standardtal.

Nir vi inte behéver hianvisa till den representerande f6ljden (z1, z2, 3, ...) for ett
ickestandardtal x € R* skriver vi denna med vanlig kursiv stil z € R*.

Man visar latt att om z och y ar infinitesimaler, sa &r x + y och xy det ocksa.
Om z ar dndlig och y ar infinitesimal, s& ar xy infinitesimal. Ett konvergent tal
kan skrivas som en summa av ett standardtal och en infinitesimal. Vi har féljande
omedelbara, men viktiga relation

Lemma 1.1. Forx € R* och a € R gdller

X~ a*

om, och endast om, foljden (x,,) konvergerar mot a. [

Ett av “felen” i &ldre texter om infinitesimalréikning var enligt Robinson (1966)
att det saknades en lamplig distinktion mellan = och ~. Héar &r en korrigerad
hérledning av en derivata: Lat « € R* vara standard, och 1at dx vara en infinitesimal
med |dz| > 0. D& har vi

(v + dx)? — 23

Ir = 32% 4 3z dx + (dr)* ~ 322

Det senare ledet foljer eftersom 3z &r &ndlig och dz &r infinitesimal.
Anmairkning. Ickestandardtalen

J = (0,1,0,1,0,1,...)
U = (1,0,1,0,1,0,...)

ar dndliga, men inte konvergenta. Vi ser att J - U = 0, vilket betyder att det
bland icke-konvergenta tal finns nolldelare. Detta betyder forstas ockséa att R*, till
skillnad fran R, ej &r en talkropp. Notera dock att fér konvergenta x,y € R*

xy ~0= x>~ 0 eller y ~0.

Vindmnde att det &r mojligt att ge godtyckliga méngder en ickestandard version.
Méngden av funktioner Ax B — C har ddrmed en ickestandardutvidning (Ax B —
C)*. Denna bestar alltsa av foljder av funktioner fran A x B till C. En sddan foljd
f € (Ax B — C)* kan nu tillimpas pa f6ljder x € A* och y € B*, termvis, pa
detta sétt:

f(x,y) = (fi(z1,91), fa(w2,y2), f3(23,93)s - - 5 fu(Tns Yn)s - - )
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Om f = ¢g* har vi speciellt

g*(X, y) = (9(1'1, yl),g(l‘g, y2)7g(m37y3)7 s ag(gjnyyn)a .- )

Notera att detta var precis vad vi gjorde nér de aritmetiska operationerna utvid-
gades till ickestandardtal, t.ex. g =+ : R xR — R.

Anmiarkning. Om x € A*, sa ger funktionen f : N — A definierad av f(n) = z,
att

x = f*().

Alltsa ar varje ickestandardobjekt bilden av €2 under en standardfunktion. Detta
syns vara upphovet till bendmningen -kalkyl for Schmiedens och Laugwitz teori.

2 Kontinuitet

For funktioner f : R — R kan man infora olika kontinuitetsbegrepp med hjélp av
relationen ~. Vi siger att f ar stadig vid x € R om for alla y € R*

Py = F@t) = ().

Lat oss oversitta detta till vanlig, Weierstrassk analys. Antag forst att f ar stadig
vid z. Lat y,, € R vara en {6ljd som gér mot . Sétter vi y = (y1,¥2,¥s,...) har vi
da z* ~ y. Stadigheten ger direkt f*(z*) ~ f*(y). Uttolkar vi denna relation fas
for varje € > 0 nagot n sa att

[f(@) = flym)| <& (m =n).

Detta séger att f ar kontinuerlig i . Det ar ocksa latt att visa det omvéanda. Alltsa
géller

Sats 2.1. Lat f : R — R wara en funktion och x € R. Da dr f stadig vid x om,
och endast om, f dr kontinuerlig vid x. [

Detta &r en sa kallad ickestandardkarakterisering av begreppet kontinuitet i en
punkt. Man kan &ven karakterisera likformig kontinuitet genom ett ickestandard-
begrepp. En funktion g : R — R &r likformigt stadig om for alla z,y € R*

v~y =g (z) ~g"(y)
Vi 6verlater beviset av foljande sats till lasaren

Sats 2.2. En funktion f : R — R ar likformigt stadig om, och endast om, den dr
likformigt kontinuerlig. [

2

Exempel. f(z) = z* ar inte likformigt kontinuerlig R — R. Vi har

1 1

Villkoret i sats 2.2 uppfylls dirmed inte for = Q + Q! och y = Q.
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2.1 SatsC
Cauchy pastas ha gett bevis for foljande falska sats om kontinuitet (se Laugwitz
1987a):

(C) En punktvis konvergent foljd f,, : R — R (n = 1,2,3,...) av kontinuerliga
funktioner konvergerar mot en kontinuerlig funktion f(z) = lim,, f,(z).

Ett motexempel till satsen fas genom att betrakta polygon-funktionerna
gn () = max(0, min(1, nx))

som konvergerar punktvis mot stegfunktionen g, given av g(x) = 0 om = < 0, och
g(x) =1 om x > 0. Hér ar ¢1, g2, g3, g4 inritade i samma figur:

Laugwitz (1987a) menar att dock Cauchy gav ett riktigt bevis, men att felet ligger i
sjalva den moderna formuleringen av satsen. Oversétter vi, det som Laugwitz menar
vara den rétta tolkningen av den urpsrungliga formuleringen, till Q-kalkylen blir
den riktiga satsen foljande.

Sats 2.3 (C"). Lat f, : R - R (n = 1,2,3,...) vara en foljd av kontinuerliga
funktioner. Antag att for varje positiv e € R och varje konvergent € R*, sd finns
n sa att for alla naturliga tal m > n,

|(fm)*(z) = f*(2)] <* €™
Da ar [ kontinuerlig.

Bevis. Lat u € R, x = uw* och lat @ € R* vara infinitesimal. Det racker enligt Sats
2.1 att visa att

e+ a) = f*(x),

for att visa att f ar kontinuerlig. Tag positiv e € R*. Bade = och = + « ar konver-
genta. Vilj enligt antagande m sé stor att

[fr(@) = (@) < (/3)"  |fnlz+a) = e+ a)| <(e/3)"

For detta m ar f,, kontinuerlig, sa |f7 () — fr (x + «)| < (¢/3)*. Summera dessa
och anvind triangelolikheten

Flata)= @ < If@ta) - fh@ta)
+fn(@+a) = £ @)
+1f3(@) = *(@)]

< EHE G =2
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Satsen ar visad. [
Intressant nog &r Cauchys villkor &ven nédvindigt.

Sats 2.4. Lat f, : R - R (n=1,2,3,...) vara en foljd av kontinuerliga funktioner.
Antag att denna konvergerar punktvis mot en kontinuerlig funktion f: R — R. Da
gdller det att for varje positiv e € R, och varje konvergent x € R*, finns n sd att
for alla m > n,

|(fm)" (@) — f*(2)] <" €™

Bevis. Lat x € R* vara konvergent och lat ¢ € R vara positiv. Skriv x som en
summa av ett standardtal och en infinitesimal u* 4+ a. Enligt punktvis konvergens
géller nu att det finns n sa att for varje m > n

[fm(u) = f(u)] <e/3.
Déarmed éven |fr (u*) — f*(u*)| < (¢/3)*. Men f, och alla f,,, &r kontinuerliga sé
[f(u®) = fr(@) < (e/3)" [/ (u") = f*(2)] < (/3)"
Summerar vi och anvénder triangelolikheten erhaller vi for m > n att

[f() = fr(@)] <e*. O

Betrakta nu féljden g, i exemplet ovan och dess punktvisa gréansvérde g. Vi skall
se att Cauchys villkor ej adr uppfyllt. Talet é ar konvergent (men inte standard)

och for n € N har vi )

oy

men g*(&) = 1. Alltsé ) .
g - ()]~

Cauchys villkor ar ej heller det samma som likformig konvergens. Definiera h,, :
R — R att vara h,(z) = sin(2wnz) pa intervallet [0,1/n] (en fullstindig svingning)
och 0 annars. Da konvergerar h,, punktvis mot funktionen som &ar konstant 0. Ty om
0 <t<1,séfinns m med L < ¢ for alla n > m, och foljaktligen hy,(t) = 0 = h(t).
Konvergensen &r inte likformig, ens pa intervallet [0, 1], eftersom

sup [hn(t) = h(t)] =1,

0<t<1

for alla n. Har ar hq, ho, hg, hg inritade i samma figur:
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Man kan direkt se att denna foljd (h,,) uppfyller Cauchys villkor. Lat © ~ t*, ¢t € R,
vara ett konvergent ickestandardtal. Om ¢ = 0, har vi b} (z) ~ h} () = 0 = h*(z).
For ¢t > 0 foljer hX(z) ~ hX(t) = 0 {or alla tillrackligt stora n.

Med hjélp av den lidsning av Cauchy som Laugwitz (1987a) gor och denna ic-
kestandardtolkning i Q-kalkylen kan vi se att Cauchy faktiskt kan sigas ha haft
ett béttre kriterium &n likformig konvergens. Kriteriet ar dock inte lika latt att
uttrycka i standardtermer.

2.2 Likformig konvergens

Ett ickestandard naturligt tal n € N* &r odndligt om n > k* for varje k € N.
Foljande sats ger en ickestandardkarakterisering av likformig konvergens.

Sats 2.5. Lit f, : R — R (n = 1,2,3,...) vara en foljd av funktioner. Skriv
fn,z) = fu(x). Lat g : R — R. Dd galler att f,, konvergerar likformigt mot g om,
och endast om, for alla x € R* och for alla odndliga m € N*

fr(m, ) ~ g* ()

Bevis. (=) Antag att f,, konvergerar likformigt mot g. Lat € > 0. D& finns k s&
att for alla ¢ > k och alla v € R

[f(lu) — g(u)| <e.

Tag nu m € N* odndlig och x € R* godtycklig. Da finns p sa att fér alla n > p:
my > k. For n > p har vi tydligen

‘f(mnvxn) - g(xn)‘ < €.

Dérmed géller
|f*(m, x) — g*(x)| <.

(<) Antag att f,, ej konvergerar likformigt mot ¢g. D4 finns € > 0 och for varje
n ett tal m, > n samt z,, € R sa att

| f(mn, ) — g(z)| > €.
Tag num = (my,mg,ms,...) och X = (z1, 72,3, ...). Alltsa
|f(m,x) — g(x)| >¢e*

och m &r odndlig. [

Ett 6verraskande generellt resultat ar foljande sats (Laugwitz 1978) om odndliga
ekvationssystem 6ver R*.

Sats 2.6 (Robinsons lemma). Ldt h: N x ATt — R vara en godtycklig funktion,
ddar A dr ndgon mdngd. Ldt x1,...,xq € A*. Antag att

h (n*,x1,...,%x4) ~0
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for varje n € N. Da finns odndlig m € N* sadan att
R*(§, x1,.--,%q) =0
for alla j € N* med j < m.

Bevis. Det &r latt att visa att vi kan vélja en stringt vixande foljd av naturliga
tal

U1 < by <3 <

sa att for alla m > ¢,, och alla s € {1,...,n}

1
|h(8,$17m, A 7Id,m)| < E

Definiera nu my, att vara n om ¢, < k < {41 och 1 dd k < ¢;. Da & m =
(my, mo, mg,...) uppenbarligen ett oindligt naturligt tal. Antag att j < m. Darmed
finns ett index r sa att jr < my for alla k > r. Lat n € N vara godtycklig och
tag k > max(r,¢,). D& giller £, < k < £,y {6r ndgot n’ > n. Vi har alltsa
Jr <my =1, s&

1

‘h(jkaxl,ka"wxd,k” < 7 S

S|

n

Déarmed

1
h* .7 [ < —,
G, x| <
och eftersom n var ett godtyckligt naturligt tal

W (j,x1,...,%q) = 0. O

Med hjilp av sats 2.5 och detta lemma kan vi erhélla ett ickestandardbevis av
satsen om likformig konvergens.

Sats 2.7. Lat f, : R —= R (n=1,2,3,...) vara en foljd av kontinuerliga funktio-
ner. Lat g : R — R. Om f, konvergerar likformigt mot g, sa dr g kontinuerlig.

Bevis. Skriv f(n,z) = f,(z). Antag att u € R* ligger odndligt néra a* och a € R.
P& grund av att varje f,, (n € N) &r kontinuerlig har vi

fr(n*,u) — f*(n*,a*) = 0.

Enligt Robinsons lemma finns oéndlig m € R* sd att f*(m,u) — f*(m,a*) ~ 0.
Sats 2.5 ger nu

g(n) = f*(m,u) =~ f*(m,a") ~ g(a”),

vilket visar att ¢ dr kontinuerlig. O
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3 Robinsons vs Schmieden-Laugwitz ickestandardanalys

Kan ickestandard analys anvéndas i elementér undervisning? Ett storre pedagogiskt
experiment med Robinsonsk ickestandardanalys i grundliggande analyskurser ge-
nomfordes av H.J. Keisler i borjan av 1970-talet. Den axiomatiska stilen i den
tillhorande laroboken (Keisler 1976) fick kritik fran vissa hall. Erret Bishop (1977)
menade i en anmélan av boken att studenterna inte far veta vad en infinitesimal
egentligen ar. Denna invandning drabbar inte Q2-kalkylen eftersom man, som vi sett,
kan ge en omedelbar och naturlig férklaring. Se Henle (1999) for en lyckad pedago-
gisk framstéllning av denna kalkyl. Nar man betraktar avancerade tillimpningar av
ickestandardanalysen (Albeverio mfl. 1986) verkar det klart att Robinsons kalkyl
ar overlagsen ()-kalkylen. I Robinsons kalkyl utgor de ickestandard reella talen en
talkropp, och har dessutom den kraftfulla sa kallade dvergangsprincipen gentemot
de reella talen, vilken innebér att bada talkropparna har samma foérsta ordningens
logiska egenskaper. (2-kalkylen har dock fordelen att den relativt enkelt kan go-
ras konstruktivistiskt acceptabel i enlighet med Bishops konstruktiva metoder; se
(Martin-Lof 1989; Palmgren 1995, 1998; Schuster 2000).
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