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Mer om trianglar med given omkrets och area
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I Normat nr 2, 2007 studerar Bengt Ulin mangden av trianglar med given omkrets
och area. Det ar intuitivt ganska uppenbart att denna miangd dr en kontinerlig
skara — utom i undantagsfallet liksidig triangel — vilket Ulin ocksé papekar i
inledningen till sin artikel. Den geometriska metod som Ulin anvénder ger dock
blott ett svagare resultat. Har ska visas att, utom i det nyssnamnda undantagsfallet,
méngden i fraga alltid utgér en sammanhéngande sluten "kurva” i méngden av alla
trianglar.

En pA-triangel, det vill sdga en triangel med area A och omkrets 2p, ges av en
trippel a, b, ¢ for vilken

A*=pp—a)p-b)(p—c), och 2p=a+b+c

For att studera méangden av pA-trianglar kan vi vélja att betrakta p som given och
betrakta A% som funktion av (a,b,c). Vi inser litt att punkten a = b = ¢ = 2p/3
ar speciell. Det ar darfor naturligt att gora en translation av koordinater sa att
denna punkt svarar mot origo, ndmligen att infora x = a — 2p/3, y = b — 2p/3,
z = ¢ — 2p/3. Detta leder till funktionen

p p p
G(z,y,2) = A%/p = (g - w)(g - y)(g —2)=(q—-z)(g—y)(g—2), (1)

dér jag har satt p/3 = ¢. Jag vill studera 16sningarna till
G(z,y,2) =c, z+y+2=0
for givet g och ¢. Om vi utvecklar (1) och anvinder att z +y + z = 0 sa far vi

G(z,y,2) = ¢® + (xy + yz + 2x)q — zY2.
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Eftersom ¢ ar given kan vi lika gérna studera ekvationen F'(z,y,z) = ¢ dar
F(x,y,2) = G(z,y,2) — ¢° = (xy + yz + 22)q — xy2.

Vidare kan vi gora oss av med ¢ med hjilp av homogenitetstransformationen
(z,y,2) — (qz, qy, qz), vilket leder till specialfallet da ¢ = 1. Eller, vilket ar ekvi-
valent, vi kan observera att det racker att studera det ursprungliga problemet for
ett speciellt virde pa p, till exempel p = 3, vilket svarar mot ¢ = 1. Detta leder till
funktionen

F(z,y,2) = zy + yz + zx — zyz.

Punkten F(0,0,0) = 0 motsvarar liksidig triangel. Eftersom vi vet att den lik-
sidiga triangeln har den storsta mojliga arean for given omkrets vintar vi oss att
funktionen F' ska anta negativa virden for (z,y,z) # (0,0,0) och x +y + 2z = 0.
Sa ar i sjilva verket fallet, &tminstone for sma (x,y, z), ty restriktionen till planet
z+y+ 2z =0 av den kvadratiska formen Q(z,y,2) = xy + yz + za &r negativt
definit. Ett sétt att inse detta &r att skriva Q(X) = $(BX, X) dir X = (z,y,2)
och B &r den symmetriska matrisen

Sy

|
== O
= O =
O

Denna matris har egenvirdet 2 med egenvektorn (1,1, 1), och egenvirdet —1 pa det
2-dimensionella egenrummet som &r ortogonalt mot (1,1,1), ty om z +y + 2z =0,
sa galler

T Y+ z -
Blyl=1|z4+z]|=|—y
z r+y —z

Det foljer att funktionen F(x,y, z) inskrankt till planet x +y+ 2z = 0 har ett strikt,
lokalt maximum i punkten (z,y, z) = (0,0,0). Hirav foljer i sin tur att tminstone
fér sma ¢ < 0 finns en sluten kurva i planet x+y+ 2z = 0 som bestar av 16sningar till
ekvationen F'(z,y,z) = c. Darmed &r visat att en triangel som inte avviker sarskilt
mycket fran liksidighet maste ha en odndlig, en-parametrig skara av pA-tvillingar,
det vill sdga icke-kongruenta trianglar med samma vérde pa p och A.

For att visa en starkare utsaga maste vi studera losningarna till F(x,y,z) = ¢
for godtyckliga c i intervallet —1 < ¢ < 0. Ty med p = 3, det vill séiga ¢ = p/3 =1,
kan ekvationen (1) skrivas

A?)3=(1—-2)1—y)1 —2) =142y +yz+ 20 —azyz =1+ F(z,y, 2),

varfor A = 0 svarar mot F(z,y,z) = —1.

Beteckna funktionen F' inskrankt till z+y+ 2 = 0 med Fy. Vi &r intresserade av
kritiska punkter till funktionen Fy, det vill sdga nollstallen till gradienten for Fy.
Gradienten for Fy, grad Fj, maste vara lika med projektionen av grad F' pa planet
x+1y+ 2z = 0. Nollstéllena till grad Fy maste alltsa vara de punkter fér vilka grad F’
ar parallell med normalen till planet z + y + z = 0, det vill séga &r parallell med
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(1,1,1). Detta villkor kan skrivas, 0F/0z = OF /0y, OF/0x = OF/0z, vilket efter
en latt rakning ger

(y-—a)(z-1)=0, (z—=)(y—1)=0.
Tillsammans med ekvationen x + y + z = 0 ger detta de tre l6sningarna
(1,1,-2), (1,-2,1), (-2,1,1)

och inga andra. I dessa punkter har Fy virdet F(1,1,—2) = —1. Detta innebér att
de enda kritiska vardena till Fy (det vill sdga funktionsvirden i kritiska punkter)
ar 0 (som svarar mot liksidig triangel) och —1 (som svarar mot urartad triangel
med area lika med noll). Med andra ord, om (z,y,2) ar en punkt i vilken —1 <
Fo(x,y, z) < 0, s& maste gradienten for Fy vara skild fran noll i punkten (z,y, 2).

Harav kan vi nu dra féljande viktiga slutsats: om —1 < ¢ < 0 sa ar 16sningsméang-
den till Fy(z,y,z) = c en "snall” (det vill sdga deriverbar, ja till och med oandligt
deriverbar) kurva. (Vilj koordinater i planet  + y + z = 0 och anvind "implicita
funktionssatsen”!) Det betyder exempelvis att 1osningsméngden inte kan innehalla
en isolerad punkt, en punkt dar tva kurvor korsar varandra, eller en "hérn”-punkt
pa en kurva. Eftersom detta argument endast handlar om 16sningsméngdens utse-
ende "lokalt”, sa utesluter det dock inte att losningsméangden kunde besta av tva
eller flera disjunkta kurvor. Vad som aterstar ar just att visa att detta inte kan
intraffa.

De mojliga vardena pa a, b, ¢, som ju beskrivs av triangelolikheten a < b+ ¢ och
tva analoga olikheter, motsvaras av e < y+2+4+2,y <z+2+2, 2 < x+y+2. Dessa
tre olikheter definierar ett triangelformat delomréde av planet x+y+2z = 0, som jag
kallar 7. Randen av T svarar mot urartad triangel med area noll, vilket som sagt
innebar att Fy = —1 dar. De nyssndmnda kritiska punkterna ar hérnpunkterna
av triangeln 7. Detta innebér att funktionen Fj saknar andra kritiska punkter &n
origo i det inre av 7.

Sats. For varje c i intervallet —1 < ¢ < 0 géller att l6sningsméangden till ekva-
tionen Fy(z,y,2z) = c¢ i omradet T utgors av en enda enkel sluten kurva i planet
z+y+2=0.
Bevis. Antag motsatsen, det vill sdga att 16sningsméangden till Fy = ¢ i T innehaller
minst tva disjunkta slutna kurvor, v, och 5. Lat D vara det begrédnsade delomrade
av planet x + y 4+ z = 0 som har 7, till rand. Eftersom ~; C T sa ar det klart att
D, C T. Eftersom Fj ar konstant pa 1 s& maste Fy ha en extrempunkt i D;. Men
denna punkt maste vara en kritisk punkt, och vi har sett att den enda kritiska
punkten i det inre av T &r origo. Alltsd maste origo tillhéra D;, det vill sdga
1 loper ett varv runt origo. Samma resonemang tillimpat pa o visar att dven -y
maste 16pa ett varv runt origo. Men det betyder att kurvorna y; och v, tillsammans
avgransar ett ringformat delomrade av T', som inte innehaller origo. Eftersom Fj ar
konstant pa detta omrades rand, sa maste Fy ha en extrempunkt i detta omrade.
Men detta ar ockséd omdjligt, eftersom origo var den enda kritiska punkten i det
inre av T'. Darmed har vi fatt en motségelse, varmed satsen &r bevisad.

Ovan har underforstatts att kongruenta trianglar betraktas som samma triang-
lar. Det betyder att tva taltripplar (a, b, ¢) som ar féorbundna med en cyklisk per-
mutation, till exempel (a, b, ¢) och (b, ¢,a), svarar mot samma triangel. (Daremot
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svarar (a, b, c) och (b, a,c) mot trianglar som &r varandras spegelbilder, men i all-
ménhet inte &r kongruenta.) Den avbildning som associerar en taltrippel (a,b,c)
till en triangel med sidorna a, b, ¢ 4r darfor inte en-entydig. Genom ett égonblicks
eftertanke ser vi latt att varje triangel som inte ar liksidig har precis tre taltripplar
som urbild under denna avbildning. Detsamma géller forstas om vi ersétter tripp-
larna (a, b, c) med tripplarna (z,y, z). Detta innebér att medan punkten (z,y, z)
genomloper en av de slutna kurvorna i satsen ovan, sa genomlOper motsvarande
triangel en sluten kurva i méngden av trianglar exakt tre ganger. Darmed har vi
visat foljande korollarium.

Korollarium. Lat () vara en godtycklig triangel som inte &r liksidig. Méngden av
trianglar som har samma omkrets och area som @ utgoér en kompakt, sammanhén-
gande, en-parametrig skara, ndrmare bestdmt en enkel, sluten kurva i mangden av
trianglar.

Om A = p?/+/27 ér triangeln liksidig. Om A < p?/+/27, s& finns tva likbenta
trianglar med area A och omkrets 2p, en med de tva langsta sidorna lika och en med
de tva kortaste sidorna lika (jfr Sats 2 i Ulins artikel). Om vi dven skulle identifiera
trianglar som &r varandras spegelbilder, sa skulle skaran av pA-trianglar inte langre
vara en sluten kurva utan i stéllet ett dndligt kurvstycke, vars dndpunkter ar de
tva nyssndmnda likbenta trianglarna.



