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Uppgifter

502. Visa for n > 2 identiteten

= 2km n?
H 1—cos —) = o1

503. I en schackklubb har man inlett arets klubbmaésterskap, dar n spelare deltar.
Under den forsta dagen har man hunnit spela m matcher (alla ska spela mot alla,
men ingen moter ndgon annan spelare mer in en gang). Om man véljer ut tre
spelare, vilka som helst, dr det atminstone tva av dem som &nnu inte har motts.
For varje spelare A betecknar vi gruppen av kommande motstandare med My,
som alltsé bestar av alla de spelare som A dnnu inte har mott. Lat r 4 vara antalet
matcher som har spelats inbordes i gruppen M 4. Visa att det méste finnas en
spelare A, for vilken r4 < m( 4’") Vad kan ddrmed sdgas om mojliga virden
pa m?

504. Lat z,y, z vara positiva reella tal. Visa att

z y z
+ + > 2Tty
Vety Vy+tz o Vataxz 4 YT

(W34

505. Lat M vara en konvex méanghorning med n sidor. Om aj betecknar langden
av den k :e sidan och dj lingden av den vinkelrdta projektionen av M péa linjen
som innehaller den k :e sidan, visa att

506. (Kent Holing, Trondheim) La Q(x) vaere et redusibel monisk femtegradspo-
lynom med heltallskoeffisienter, uten heltallige nullpunkter, og med p(z) og ¢(x)
som to forskjellige ekte og moniske faktorer av Q(x) over Z[x].

Med x;1 og x5 rottene til (si) andregradsligningen p(x) = 0, og x3, x4 0g x5 rottene
til (derfor) tredjegradsligningen g(x) = 0, definerer vi y; = x1 + 23, y2 = x1 + 24,
Ys =21+ Ts, Ya = To2 + T3, Y5 = Ta2 + T4 0g Yg = T2 + Ts5.

Vis at polynomet R(y) = (y—y1)(y—y2)(y —y3)(y —ya)(y —y5)(y — ys) faktoriserer
fullstendig over Q[r] for r vilkarlig rot til ligningen R(y) = 0 hvis og bare hvis
diskriminanten til Q(z) eller g(z) er et kvadrattall.

Losningar skickas senast 15 augusti 2008 till:
Dag Jonsson, dag@math.uu.se

Box 480

Matematiska institutionen

SE-75106 Uppsala
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Insdanda losningar till uppgifterna 474-490, 494 — 496

474. (Johan Fellman, Helsingfors) Grundidén for denna uppgift &r att serien
1—2+1—1+4 ...+ (1)L + . har summan In(2). Uppgiften beskriver hur
delseriernas summor konvergerar mot den oéndliga seriens summa.

Betrakta den éndliga serien

)n—lxn—l — 1+ (_1)n—1xn

Sp(x)=1—z+2% -2+ ...+ (-1 T2

Genom integrering far man

@ 1, 1, 1 1 T (—n)nn
Wt —r— o2 Lo Lpa il o [TIECDTHY
/OS() SR S L el Al 1+t

For alla dndliga n &r

= /1 Sp(t)dt —In(2) =1 — % + r1 + -+ (—1)"_1% —In(2)

3 4
) 1 yn ) 1 oyn
——dt n- dt —In(2) = (-1)"" dt.
/1+t +(=1) /01+t n(2) = (=1 /01+t
Tecknen hos termerna a, dr alternerande och |an+1| =Jo tlitl dt < f i At =

|ay|. Dessutom &r |an| = [ L-dt < fo t"dt = - — 0 dd n — oo. Foljakthgen

0 1+t +1
ar termernas absoluta belopp monotont avtagande mot noll och serien Y .° a;

konvergerar. For andliga n ar summan

1 n
T —Zaz—z 1_1/0 mdt /

i=1

_ [t 1 ¢ o148\ g t‘*’(_l)n_ltnﬂ
_/0 (55 (-1 t)dt—/o g

i=1

botat oy [ttt
- [ wr v ar

Loat Loat o [ttt
:/0 (1+t)_/0 aroz PV 1/0 aro™

t’nJrl

1
=In(2) - % + (—1)”*1/0 mdt.

Integralen fo (1+t)2dt < fo t"Hldt = = — 0 dd n — oo och vi far

+2
S i =lim, o T, = In(2) — 1.

490. (Ebbe Thue Poulsen, Marslet) Lad os sxtte

Inn 1
an—m, Sn—Zana og an—ﬁsrw
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Jeg vil vise, at

o g =1
(i) Der geelder g, > 1 for 2 < k <n — 2, og altsa er

(2) an > n—3 for alle n.
n

(ii) Da ¢nn—k = gni for alle n, k, er

13
Sn S 2 Z dnk »
k=2

hvor L%J betegner heltalsdelen af 5 . For k < LgJ ern—k > 5, og altsd er

In’n In“n 1
(3) sn§2§ ] ﬁ:2 m —_—
- 2

1
Da funktionen f(z) = —— er aftagende for x > 1, far vi for 2 < M <m

Inx
m M-1
1 1 mo
4 LA 4
) kzzzlnk: = 2 Ik +/M_1 nz F

Integralet i (4) kan ikke udtrykkes ved hjelp af elementaere funktioner, men ved
delvis integration far vi

1 1 1 1 x 1
1~ de=a2— — s N de= |
/ me 0" “ng /w( lnzxx> v lnx+/1n2x v

Lad nu ¢ € (0,1) veaere givet, og lad M veere bestemt, sé In(M —1) > 1/ (sa gaelder
specielt M — 1 > e). Vi far da

/m ld_m M-1 +/m 1 d
M_1 Inx T mm In(M —1) Mo1 In®z v

L. m M-1 +/m € 4
“Inm In(M-1) M1 Inz “

og altsa

m 1 1 m M-1
5 —dr < —
(5) /M—1 Inxz = 1-—c¢ (lnm ln(M—1)>
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Hgjre side af (5) er en voksende funktion af m for m > e, og da M — 1 > e og

| 3] <5, far viaf (3), (4) og (5) for n > 2(M —1):

(6) “nng — Ink  2(1-¢)lng (1-¢)ln(M-1)
T (1-o(1-m2/lhn)?2 "
hvor
2nn (R= 1 M1 0 for
€n = — — — — — 0.
nng \ &~ Ink (I1-e)In(M —1)

Af (2) og (6) folger, at a, — 1 for n — oo. (Aven lést av Peter Kirkegaard,
Gentofte.)

494. (Con Amore Problemgruppe, Aarhus) Vi antager modseetningsvis, at a > b,
og dermed at ¢ = a—b > 0. Af den forste ligning fglger sa at 3°-3¢+13% = 17°-17¢,
og dermed at

(1) (L) +130 (&) =17

Idet funktionen h* med 0 < h < 1 er positiv og aftagende for alle reelle tal =, og

h = 1, slutter vi af (1) at 3°+13" > 17°. Da funktionen (:)“+ (12)” er aftagende

for alle relle tal x, og (%)1 + (%)1 = % < 1, fremgér heraf at b < 1, (i).
Af den anden ligning folger at 5° - 5¢ + 7% = 11°, og dermed (idet 5° > 1) at

5° + 7% < 11°. Da funktionen (%)I + (%)x er aftagende for alle relle tal x, og

(157)1 + (111)1 = 2 > 1, fremgér heraf at b > 1, (ii).
Da (i) og (ii) strider mod hinanden, er vor antagelske falsk; med andre ord geelder
som pastéet at a < b. (Aven 16st av Peter Kirkegaard.)

495. (Ebbe Thue Poulsen)Hjgrnerne i den givne n-kant betegnes P;, i = 1,2,...,n.
Hjgrnet P; siges at veere lige hhv ulige for en given farvelsegning F' af kanterne,
hvis der fra P; udgar et lige hhv ulige antal bla kanter.

Lad m; betegne den om-maling af kanterne, der skifter farve pa de kanter, der
udgar fra P;. Ved denne sendring skifter alle punkter P; med j # ¢ paritet, idet
antallet af bla kanter udgéende fra P; enten forgges eller formindskes med 1. Da
der fra P; udgér et lige antal kanter, er antallene af rgde og bla blandt dem enten
begge lige eller begge ulige, og derfor sendrer m; ikke pariteten af P;.

Betragt nu en vilkarlig farvelsegning F'. Hvis vi for hvert hjgrne taeller antallet af
blé kanter, der udgar fra det, bliver hver bla kant talt med to gange, og folgelig er
antallet af ulige hjgrner lige. Lad os sige, at P;,, Pi,, ..., er de ulige hjgrner, og
betragt om-malingen m;, m;, - - - m,, .
Hvis P; er et af hjgrnerne P, ,F;,,..., gndrer denne om-maling pariteten
af P; k — 1 gange, dvs et ulige antal gange, medens alle andre hjgrners paritet
endres k gange. Efter om-malingen har samtlige hjgrner altsé lige paritet, som

19 ik

P,

ik
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onsket. Vi skal vise, at uanset hvordan farvelsegningen F' sendres til en farvelseg-
ning, hvor alle hjgrner har lige paritet, sa bliver slutresultatet det samme. Betragt
derfor to forskellige om-malinger m; my, - - -m;, og mj mj, ---m;, og antag, at
My, My, - - - My, hhv mj my, ---m;, sendrer F til F’ hhv F”, hvor samtlige hjor-
ner har lige paritet bade ved farveleegningen F’ og ved F”. Vi skal bevise, at
F’ = F”. Da om-malingen m,, - --m;,m;, sendrer F’ tilbage til F, ses det, at om-
malingen M = mj,mj, - --mj,m;, - --m;,m;, sendrer F' til F”. Da m;m; = m;m,
for i # j, kan vi bytte om pa m’erne i M indtil vi far et udtryk af formen
M = my my, ---myp,, hvor p; < py < -+ < pg. Da om-malingerne m? lader alle
farveleegninger usendrede, kan vi i M slette par af gentagne m;’er, indtil p’erne alle
er forskellige. Vi kan derfor antage, at p1 < pa < --- < pgq. Lad os nu se pé, hvordan
M endrer pariteten af et hjgrne P;. Hvis ¢ ikke er et af tallene pi,pa, ..., pq, sen-
dres pariteten af P; q gange, og ellers eendres den ¢ — 1 gange. Hvis alle hjgrner har
lige paritet bade for og efter anvendelsen af M, ma der enten gaelde, at talsaettet
D1,D2,---,Pq €r tomt, eller at det indeholder alle tallene 1,2,...,n. I fgrste tilfeelde
lader M alle farvelsegninger usendrede, og en enkel overvejelse viser, at det samme
geelder i det andet tilfaelde: mims - - - m,, sendrer alle kanters farver praecis to gange.
Hermed er det bevist, at F' = F". (Aven 16st av Con Amore Problemgruppe och
Peter Kirkegaard.)

496. (Bent Fuglede, Kobenhavn) Idet x, y, z indgar symmetrisk indfgrer vi de
elementarsymmetriske funktioner

a=x+y+z, b=xy+yz+zr, c=uzyz,
hvorved x, y, z bliver rgdderne i polynomiet
ft)=t>—at* + bt —c.

Til at begynde med udnytter vi ikke de to givne ligninger, men kun at f skal
have lutter reelle rgdder. Lad o og (3 betegne rodderne i f'(t) = 3t — 2at + b.
Hvis z, y, z er indbyrdes forskellige, adskilles de ifglge Rolles satning af a og £,
som saledes bliver reelle og forskellige; og endvidere har f(«) og f(3) forskelligt
fortegn. Hvis dernaest for eksempel x = y # z, bliver a = x, medens 3 adskiller
y og z, og nu bliver f(a)f(8) = 0. Er endelig x = y = z, bliver « = 8 = z og
fla) = f(B) = f(z) = 0. I alle tilfeelde er saledes o og [ reelle og f(a)f(8) < 0.
Ved division med rest fas identiteten

(t a b

/ 2 2 a
g—g)f(t)"‘@(gb_a >t+(§_c)'

Indseettes f'(a) = f/(8) = 0 samt o+ 3 = 2a/3 og af = b/3, fas

243f () f(B) = 4b(3b — a?)* 4 4a(3b — a*)(ab — 9¢) + 3(ab — 9c)?
= —9a%b% + 36b° + 36a°¢ — 162abc + 243¢* < 0.

Her er for gvrigt venstre side (bortset fra en positiv konstant faktor) netop diskri-
minanten D for trediegradspolynomiet f; og f har jo som bekendt tre reelle rgdder
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(talt med multiplicitet) hvis og kun hvis D < 0.
Ved hjalp af det givne ligningspar udtrykker vi nu b of ¢ ved a:
20 = 2xy 4+ 2yz + 220 = (v +y + 2)* — (2% +9y* + 2?) = a® — %
adc= (z+y+ 2)3zyz = 2%y + y22% + 2%2?

= (zy +yz + 22)? = 2(x + y + 2)wyz = b* — 2ac.

Udtrykkene for 2b og a®c er uforenelige hvis a = 0, og der findes siledes ingen
lgsning (z,y,2) med z +y + 2z = 0. For a # 0 fas

B b? ~ (3a% —1)?
T lal@@+2) ~ 36a(a®+2)

Indseettes disse udtryk for b og ¢ i den ovenfor fundne ulighed, bliver denne (efter
en lzengere reduktion samt multiplikation med 48a2(a? + 2)? > 0) til
108a'? — 2524 + 249a® — 224a° + 1784 — 68a* + 9
= 3(a® — 1)2(a® — 1)?((6a> + 1)* + 26) <0,

som er ensbetydende med, at enten a = £1 eller a = +4/1/3. I det forste tilfaelde
bliver b =1/3 og ¢ = £1/27, og dermed

3
&) =tFt+3tF 5 = (tF 3)

med den tredobbelte rod 1/3, henholdsvis —1/3. I det andet tilfaelde bliver b = ¢ =0
og f(t) = t*(t ¥ /1/3) med rodseettet {,/1/3,0,0}. Opgaven har séledes ialt otte

lgsninger, nemlig

(x,y,z):i(%,%,%), (:l: %a050)7 (Oai %ao)a (anai\/g)

(Aven 16st av Peter Kirkegaard.)

Korrekta l6sningar till uppgifter, till vilka losningar tidigare har presenterats hér,
har insénts av Peter Kirkegaard (nr 487) och Ebbe Thue Poulsen (nr 492).
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Med anledning av intervjun med Atle Selberg som i fyra delar publiceras i Normat
under 2008 sa publicerar vi har hans forsta bidrag till Normat, da Norsk matematisk
tidsskift, 1933.

Lgste opgaver
Nedenstaende opgave med lgsning er forfattet av en 15-aring.
Vis at:
/1 —Yd _1+i+i+i_‘_...+i+
M T I T2 T T P

Vi gar ut fra formelen

nn

/00 anlefnzdz _ (’I’L — 1)'
0

Dividerer vi denne formel pa begge sider med (n — 1)!, far vi at

oo n—1,—nz 1
[T L

og gir vi nu n efterhanden verdiene 1,2, 3,4, ... og summerer pa begge sider, sa far
vi videre
00 n=o00 1 —(n—1 n=oo
. Ln—lg (n—1)z _ 1
€ Z 71)1612 - on
0 n=1 (n ' n=1 n
Nu er
n=0o0 om— 1 —(n—1)z n=00 -1 .
J— ze
D s T Z =
(n—1)! (n— 1
n=1 n=1

Setter vi dette inn i formelen ovenfor, far vi

0o n=oo

— -z —
/ e *.e*® dz= E n-".
0 n=1

Her kan vi substituere e ™% = y; z = —lny;dz = —% og far da

[e.¢] 0 d 1 1
/ e—z'eze*zdz — _/ y.e—ylnyiy — / e—ylnydy _ / y_ydy.
1 Yy 0 0

Altsé er fol “Vdy =3~ == hv. sk. bev.
Atle Selberg



