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Betrakta decimalbraksutvecklingen av ett rationellt tal p/q. Som alla vet ar denna
utveckling periodisk, ty i divisionen med ¢ kan endast ett dndligt antal rester
1,2,3...q — 1 forekomma, och sa fort en rest aterkommer, bérjar processen om
igen. Av detta sluter vi att periodens lingd &ar hogst ¢ — 1. Brak med maximal
periodlangd forekommer, det enklaste fallet &r 1/7 = 0.142857..... med perioden
sex. Huruvida det finns odndligt manga sadana brak ar en subtil fraga. Vi noterar
att den periodiska decimalbraksutvecklingen kan antingen vara 'ren’ som exemplet
ovan eller &nnu elementérare 1/3 = 0.333... eller 'sammansatt’ som 1/6 = 0.16666.
Det &r latt att inse att rena utvecklingar endast forekommer om (g,10) = 1 och
0 < p < g (vi begransar oss till positiva tal), vilket vi frén och med nu kommer att
underforsta. For de rena utvecklingarna ar det naturligt att skriva utvecklingen i
cykelform, d.v.s. utan specific bérjan. Notera att

1/7=0,142857.. 2/7=0,285714.. 3/7=0,428571..
4/7=0,571428.. 5/7=0,714285.. 6/7=0,857142..

ur vilket vi ser att utvecklingarna utgor cykliska permutationer av varandra. Kéan-
ner vi det for ett brak, sluter vi det for alla de andra med samma namnare, forutsatt
att perioden #r maximal'. Detta blir nigot tydligare med féljande bild som illu-
strerar fallen ¢ = 7,17

Figur 1: De yttre siffrorna skall ldsas medsols, och for p/q skall vi bérja vid den
angivna inre (feta) siffran p. T.ex. 13/17 ger saledes 0, 7647058823526411...

1 det allménna, fallet partitioneras resterna i disjunkta delméngder var och en hérande till en
period vars langd ar lika med antalet rester i delmingden.
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Hur far vi fram de feta siffrorna? Dessa ér helt enkelt potenserna 1,10,102,... av 10
modulo ¢, d.v.s. element av den multiplikativa gruppen? Zy av inverterbara element
i Z4. Denna grupp har hogst ¢ — 1 element, och likhet om och endast om ¢ ar ett
primtal. Maximal period kan saledes endast férekomma for ¢ primtal, och i detta
fall &r gruppen cyklisk. Vi kan omformulera maximaliteten i termer av ordningen av
10 i gruppen, ndmligen denna intréaffar om och endast om 10 har maximal ordning,
d.v.s. genererar gruppen. Sadana element brukar bendmnas primitiva. Det ar 1att
att gora en tabell 6ver primtal for vilka 10 &r ett primitivt element, och man
forvantar sig att dessa skall utgora en positiv brakdel av alla primtal. Vi har redan
traffat pa p = 7,17 andra exempel ar 19,23,29,...61,...257,...65537. Det finns
467 sddana primtal under 10’000. Vi skall aterkomma till dessa.

Foljden av siffror i decimalutvecklingarna synes helt slumpartad fastdn proces-
sen ir helt deterministisk, och &ven om utvecklingen av 1/65537 har 65536 = 21¢
siffror i sin period, ar informationsméngden inte storre &n i talet 65537 sjalvt. Dock
det visar sig att decimalutvecklingen har dolda strukturer. Skriver vi upp féljden
av sekvensen av potenser kommer den mittersta att vara —1 (Under forutséittning-
en att ordningen av 10 &r jaimn) motsvarande talet ¢ — 1 som séledes kommer att
befinna sig antipodalt och dess utveckling (¢ — 1)/q kommer att vara forskjuten
precis en halv periodlangd m.a.p. utvecklingen av 1/¢. Summan av de béagge talen
1/q och (g — 1)q &r givetvis 1 = 0.99999..., d.v.s. om periodlangden &r 2P och s,
betecknar den n : te siffran i utvecklingen géller s,, + spy, = 9. Kédnner man en
sammanhéingande halva av perioden, kan vi saledes berdkna den andra halvan. Up-
penbara generaliseringar av detta kan formuleras och bevisas analogt och 6verlates
at lasaren.

Om vi nu atergar till primtalen med maximal period observerar man alla tal fore-
kommer lika manga ganger. Detta dr en sanning med modifikation, ty om ¢ # 1(10)
ar detta uppenbarligen omojligt. Det precisa pastaendet ar att varje tal forekommer
atminstone L%j ganger och hogst [%] (dar x| &r det storsta heltal n sddant
att n < x och analogt for [x](= —|—z])). Lasaren kan latt verifiera detta antingen
fér hand eller med dator for storre tal. Eller gora ett mer eller mindre kort uppehall
i ldsandet nu, och bevisa det.

Hur far vi dessa siffror s,, och hur ar de relaterade till de konsekutiva resterna
r,? Relationen ar helt enkelt s, = [(10 x ry,)/q] vilket foljer direkt ur divisions-
algoritmen. Om nu perioden &r av maximal lingd, kommer alla mojliga rester
forekomma en och endast en gang, och i det 6ppna intervallet (0,1) kommer de
att vara likformigt placerade via r — r/q, speciellt kommer de att hamna i tio
olika boxar motsvarande de tio olika siffrorna 0,1,2...9, dér siffran s korrespon-
derar mot det 6ppna intervallet (s/10,s/10 + 0.1). Antalet rester i en viss box
motsvarar precis antalet ganger siffran s dyker upp i utvecklingen. Hur réknar vi
antalet rester i en box? Om boxen motsvarar s vill vi finna antalet heltal r sa-
dana att sq < 10r < (s + 1)q eller ekvivalent s¢ +1 < 10r < (s +1)g— 1 or
s(q/10) + 0.1 <r < (s+ 1)(¢/10) — 0.1. Intervallets langd x &r ett icke-heltal %
och antalet heltal i det ar foljaktligen begrinsat nedat och uppét av |z] och [z]
respektive. (Eftersom [%1 > [%1 och ifall ¢ # 1(10) L%j > L%OJ foljer
det hela.)

2Vi antar ju (g,1) =1
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Vi kan illustrera detta med ¢ = 7, de relevanta intervallen ar saledes

0 1 2 3 4

0,07) | (0.7,1.4) | (1.421) | (21.28) | (2.8,3.5)
5 6 7 8 9
(35,4.2) | (424.9) | (4.95.6) | (5.6,6.3) | (6.3,7)

Vi ser att de enda intervallen som innehaller heltal ar 1,2,4,5,7, 8 precis de sex tal
som forekommer i decimalutvecklingen. Vi kan kalla dessa intervall for de ’abun-
danta’. Ett 6gonblicks eftertanke bor 6vertyga ldasaren om att vi skulle fa exakt
samma abundanta intervall fér varje primtal med maximalperiod och som slutar
pa 7. Saledes bor varje siffra i utvecklingen av 1/17 uppkomma minst en gang,
och siffrorna 1,2,4,5,7,8 ar precis de siffror som férekommer tva géanger. Och inte
nog med detta, i utvecklingen av 1/65537 férekommer 65536 siffror i utvecklingen,
varje siffra forekommer dtminstone 6553 ganger, och sex siffror (de ovan nadmnda)
féorekommer 6554 ganger.

Men argumenten ovan &r tillampbara inte bara till enstaka siffror utan godtyck-
liga sifferkombinationer. Speciellt bor varje kombination av tva siffror férekomma
antingen 655 ganger eller 656 ganger, av de hundra mojligheterna tillhér 64 den
forsta och 36 den andra. Hur kan vi finna de abundanta siffrorna? Betrakta de
hundra 6ppna intervallen

(0,0.37), (0.37,0.74), (0.74,1.11) . . . (36.63,37)

vilka (36) av dessa innehaller heltal? Vi ser att kombinationen 02 korresponderar till
en sadan, och férekommer saledes 656 ganger. Vad kan vi siga om kombinationen
277 Den korresponderar till intervallet som begrénsas underifran av 27x0.37 = 9.99
saledes kommer det att innehalla ett heltal och vara abundant. Vi inser ocksa att
tva konsekutiva kombinationer kan inte bada vara abundanta, ty 2 x 0.37 < 1
medan av tre konsekutiva kombinationer &r atminstone en abundant, och det kan
féorekomma att bade den foérsta och sista kan vara abundanta. Lésaren kan leka
vidare. Med andra ord dessa tillsynes slumpartade féljder av siffror &r understallda
ett otal regler som vi knappast skulle kunna vara formégna att tillfredstélla finge
vi uppgiften att skriva ner en récka med siffror och prova oss fram.

Nu ar det givetvis ingenting heligt med basen tio, varje bas kan utnyttjas, med
de erforderliga modifikationerna. Speciellt basen tva &r intressant. Foéljden av ettor
och nollor kan liknas med en slantsingling, dock med den ovan anférda symmetrin
vilket gor andra halvan av perioden en negativbild av den férsta. Men &r sekvensen
riktigt slumpartad, forekommer langa foljder av ettor och nollor? Tag exemplet
q =491 = 111101011, dess binira utveckling har 9 siffror, detta motsvarar 2° = 512
kombinationer, av vilka vi forvintar oss en majoritet (491) att férekomma, dock
ej av uppenbara skéal den forsta 000000000 och sista 111111111. Daremot bor det
finnas exakt en 00000000 och en 11111111 med atta siffror. Detta kan givetvis
generaliseras om 2 ar en primitiv rot till ¢ kommer vi att forvanta oss precis en
foljd av k ettor (och nollor) dir k = |log, ¢]. Detta ar dven storleksordningen vi
kan forvanta oss rent statistiskt for en slumpvis f6ljd av ettor och nollor.



