34 Normat 57:1, 34-39 (2009)

Uppgifter

Uppgifterna 516-518 dr hiamtade fran olympiadtavlingar i Taiwan och
Ryssland.

516. Bestdm alla par (z,y) av positiva tal som uppfyller

2V’ =yt
517. Lat ay,as,...,a, vara positiva reella tal som uppfyller Y a; = 1 och 1t
s vara det storsta av talen
a1 an (079
I1+a;” l14ar+a’  "l14a+-+an

Vilket ar det minsta mojliga vardet som s kan anta?

518. Hojden AD i en spetsvinklig triangel utgoér diameter i en cirkel S som skér
sidorna AB och AC i punkterna E resp. F. Tangenterna till cirkeln dras genom
punkterna E och F'. Visa att tangenterna skir varandra i en punkt som ar beldgen
pé den median till triangeln ABC' som passerar genom A.

519. L&t p vara ett godtyckligt primtal. Visa att kongruensen 22+ +3 = 0 (mod
p) ér 16sbar om och endast om x? + x + 25 = 0 (mod p) ér 1ésbar.

520. Varfor fungerar det korttrick som Martin Gardner beskriver i detta nummer
av Normat, s. 32-337

Losningar skickas senast 1 september 2009 till:
Dag Jonsson, dag@math.uu.se
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Anm. Vi valkomnar givetvis 16sningar dven efter angivet datum sa linge inga andra
l6sningar har presenterats i tidskriften.
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Losningar till tidigare uppgifter i Normat

509. (Con Amore Problemgruppe, Kgbenhavn, DK.) Ethvert element i M kan
fremstilles pa formen

(1) 2030577%11¢ . K,

hvor «, 3,7,0,¢ € {0,1}, og K er et kvadrattal. Vi kan derfor danne en afbildning
f af M ind i meengden af ordnede 5-seet, hvis komponenter alle tilhgrer {0,1}, ved
for et element af formen (1) at saette

f(293°577°11¢ - K) = (o, 3,7, 6, €).

Da f ikke kan veere injektiv (dispositionsmsengden har jo kun 32 (= 2%) elemen-
ter), ma der veere mindst to elementer i M, som har samme f-billede. Produktet
af to sadanne elementer har form

22&32[552"/72(51126 . KlKQ

og er fglgelig et kvadrattal.

Det er klart, at ovenstaende uden videre kan generaliseres til den situation, hvor
der er givet en mangde P af n forskellige primtal og en mangde bestdende af
(mindst) 2"*! naturlige tal, hvis primfaktorer alle tilhgrer P.

Tillegsopgave i Normat 55 (2007), side 191. (Ebbe Thue Poulsen, Marslet,
DK.)
Det ses let, at hvis P er et punkt pa en af trekantens sider eller udenfor trekanten,
gar der preecis én arealhalveringslinje gennem P. Figuren nedenfor viser nogle af
dem.

C

Figur 1: Skaren af arealhalveringslinjer.
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Arealhalveringslinjen gennem en af vinkelspidserne er d&benbart medianen til den
modstaende side, og enhver anden arealhalveringslinje skeerer to af trekantens sider
i indre punkter. Lad os betragte en sddan linje, som skaerer AB og AC i de indre

— —_— —
punkter By og Cq, og altsda AB; = AAB, AC; = pACmed 0 < A <log0<pu<l1.

C

Ch

A By B
Figur 2: Koordinatsystemet (A, ZB, XC) og en arealhalveringslinje B1C\.

Man viser let, at linjen B;C er en arealhalveringslinje, hvis og kun hvis Ay = %,
og vi vil nu undersgge, hvor mange sddanne linjer, der gar gennem et givet indre
punkt af AABC. Dertil indfgrer vi koordinatsystemet med begyndelsespunkt A og
grundvektorer AB og AC.

I dette koordinatsystem har arealhalveringslinjen gennem B; og C ligningen

(1) ar+ Py =1

med o =1/X og = 1/u, og alts

(2) a>1, pf>1, og af=2.

Betragt nu et vilkarligt indre punkt P i AABC. Dets koordinater (x,y) opfylder
x>0, y>0, og z+y<1,

og til hvert talpar («, ), der opfylder (1) og (2) svarer der en arealhalveringslinje

fra AB til AC gennem P. Af symmetrigrunde kan vi antage x > y, og af (1) og (2)

far vi

2
(3) za+d =1 samt l<a<?2.
o)

Funktionen f(a) = za + 2%, a > 0, er aftagende for 0 < o < ag = /2y/z
og voksende for a > «g; f har minimum for o = «g, og minimumsverdien er

flao) =222y
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Vi observerer fgrst, at g < v/2 < 2, og diskuterer derefter fglgende tre tilfaelde
hver for sig:
(a) zy > £, (b) wy = £, og (c) 2y < 5.
(a) Hvis zy > £, er f(a) > 1 for alle a > 0, og (3) har ingen lgsninger.
(b) Hvis 2y = %, har ligningen f(a) = 1 den ene lgsning ap, og a opfylder (3),
hvis og kun hvis ag > 1, dvs. hvis og kun hvis 2y > z.
(c) Hvis zy < %, har ligningen f(a) =1 to lgsninger a._ og a4, hvor betegnelserne
veelges saledes, at a_ < ap < ay.

Idet vi udnytter, at ap < 2 og f(ap) < 1, ses det, at a_ opfylder (3), hvis og
kun hvis ap > 1 og f(1) > 1, dvs hvis og kun hvis

(4) 2y >x og x+2y>1.

Hvis ag > 1, altsa 2y > z, ses det, at oy opfylder (3), hvis og kun hvis f(2) > 1,
dvs hvis og kun hvis

(5) 2r+y>1.

Hvis derimod o < 1, altsa 2y < z, ses det, at a4 opfylder (3), hvis og kun hvis
f(1) <1 og f(2) > 1, dvs hvis og kun hvis

(6) x+2y<1l og 2x+y>1.
Lad os saette
H={(z,y) €eR?*|z>0Ay>0 A axt+y<l A x>y}

Af (b), (4), (5), og (6) folger, at der for (z,y) € H geelder:
ag opfylder (3), hvis og kun hvis (z,y) tilhgrer meengden

1
{(z,y) € H| zy =g A 2y >z}

1
={(z,y) € Hly=1/8z A V2/4 <z < 5},
a_ eksisterer og opfylder (3), hvis og kun hvis (z,y) tilhgrer maengden

(7) {(z,y)eHlzy< i A 2y>z A x+2y> 1},
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og a4 eksisterer og opfylder (3), hvis og kun hvis (z,y) tilhgrer meengden

{(z,y) eHlzy <t A 2y>z A 20+y>1} U
{(z,y) eHlay<tA 2y<a A z+2y<1 A 22+y>1}
={(z,y) eHlay<gAN 2y>a AN 2z2+y>1 A z+2y>1} U
{(m,y) e Hlzy<iA2y>x A 20+y>1 A x+2y=1} U
{(z,y)€H|xy<%/\ 2y>x AN2z+y>1 A x+2y<1} U
1

{(x,y)€H|my<§/\ <z AN xz+2y<l A 2x+y>1}
(8) ={(z,y) eHlay< A 2y>a A z+2y>1} U

(z,y)

(z,y)

(9) {(z,y) e H| 2z 4+y>1 N z+2y <1},

hvor vi har udnyttet, at der for (z,y) € H gaelder
r>yNex+2y>1=>2z+y=(x+2y)+(zx—y)>1,
<A z+2y=1=<iAay=iz(l-x)<4i,
r+2y<1 = a:y<é.
I Figur 3 er maengden bestemt ved (7) = (8) markeret med mgrkegrat, og meeng-
den (9) med lysegrat. Endvidere er vist medianerne

1
5 samt

Mg : y=ax, mp: xc+2y=1, me: 2z+y=1,

samt linjen y = x/2, der gar gennem midtpunktet N af medianen .

Kurven med ligningen xy = % er en hyperbel med A som centrum og linjerne AB
og AC som asymptoter. Den gar gennem N, og m; er dens tangent i N. Hyperblen
gar igvrigt ogsa gennem midtpunktet for medianen m..

C

A c B

Figur 3: Meengden af punktef i AABM,, hvorigennem der gar mindst én
arealhalveringlinje fra b til c.
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Lad D betegne den lukkede kurve bestdende af tre hyperbelbuer med hhv A, B,
og C som centrer og trekantsidernes forleengelser som asymptoter, og gaende fra
medianmidtpunkt til medianmidtpunkt.

Kombinerer vi det foregdende med de udsagn,vi far ved at permutere A, B og
C, far vi, idet vi ogséa bruger, at medianerne er arealhalveringslinjer:

Gennem hvert indre punkt i omréddet begraenset af D gar der tre arealhalve-
ringslinjer. Omréadet er markeret med grat i Figur 4.

Gennem hvert indre punkt af de tre hyperbelbuer gar der to arealhalveringslinjer,
hvoraf den ene er tangent til hyperblen.

Gennem alle andre punkter i AABC gar der én arealhalveringslinje. Dette gael-
der specielt medianmidtpunkterne.

Det bemeerkes, at kurven D er indhyllingskurve for skaren af arealhalveringslin-
jer.

C

A B

Figur 4: Mengden af punkter i AABC, hvorigennem der gar mindst to
arealhalveringlinjer.

(Aven 16st av Peter Kirkegaard, Gentofte, DK)



