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Den naturliga utvecklingen av djurlivet pa jorden har bade givit nya arter och
skapat strukturer baserade pa relationen &tare-foda. En av dessa ar naringskedjor
av arter som antingen &ter eller foder varandra. Dessa kedjor ségs vara stabila om
de i laingden behaller alla sina led, annars instabila. Det ar klart att den naturliga
utvecklingen favorerar stabila néringskedjor. For sddana kedjor finns en liten teori
(se bibliografin) som anvénder lineédr algebra for att forklara populationscykler och
ar dmnet for foljande ansprakslosa betraktelse.

Stabila naringskedjor

En néringskedja bestar av populationer av ett antal arter som lever tillsammans och
for sin féda beror av varandra. Det klassiska exemplet ar populationer av betande
djur som é&r foda at en eller flera arter rovdjur. En néringskedja &r stabil om den
fungerar ldnge utan att forlora en population eller att en eller flera populationer
vaxer okontrollerat. Detta detta hindrar inte att antalet individer i en population
kan variera fran ar till ar, ofta ocksé regelbundet. Av detta kan man gora en enkel
matematiska modell.

Lat « = (21, ...,z,) betyda arligen observerade individantal hos n populatio-
ner av arter som lever tillsammans i en eller flera néringskedjor och lat 1" vara en
avbildning  — T'(z) som beskriver den arliga fordndringen av populationernas
individantal. Vi antar ocksa att att 1" &r en bijektion av ett begransat éppet om-
rade © i R™ som innehaller alla naringskedjans populationers individantal under
upprepade arsovergangar.

Vi ska nu se att en reell linedr avbildning T alstrar en stabil kedja om och
endast om alla dess egenvdrden ligger pa enhetscirkeln. Ty att kedjan &r stabil be-
tyder att for alla hela potenser T* av T motsvarande omraden T%Q tillhér en
fix, kompakt del av R™. Antag nu att 7" har ett egenvirde och egenvektor sa
att T(u + iv) = Xe?(u + iv) med A > 0. Vi kan anta att u # 0 och har da
T*u = \"(cos kfu — sin kfv. Med w € € ligger ocksd w +cu i  da c ér litet. Alltsa
ligger

TH(w + cu) = THw + T*u = THw + A\*(cos kO — sin k)

i en kompakt del av R™. Har &r forsta termen begransad och alltsa &r A = 1.
Cykler, perioder. Naringskedjans utveckling under den upprepade arliga férénd-
ringen sker i ett begrinsat omrade och kan observeras under langa tider. Det som
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da kan upptrada ar cykler dér ett svit av p antalsférdelningar, en cykel, standigt
upprepas. I var modell betyder det att TPy = y for alla y = T*zy med zy an-
talsférdelningen vid observationernas boérjan. Talet p kallas cykelns period. For
egenvirdena e till T' betyder det att varje pf ar en multipel av 27. Men det ar
naturligtvis mycket osannolikt att detta intraffar i praktiken och blir mer och mer
osannolikt ju fler arter som &ar inblandade. Detta &r ocksd sant om man tillater
perioder som pa ett eller annat sitt 4r approximativa. Men vi ska nu se ett par
enkla fall dér perioder finns och deras langder kan berdkna teoretiskt.

Tillampningar

Vart forsta exempel dr kedjan dtare-foda. Valj enheter sa att en enhet atare i
medeltal forbrukar en enhet foda arligen och lat P vara antalet enheter dtare och
F antalet enheter foda vid ett ars borjan. Om &tarnas genomsnittliga livslingd dr A
ar dor i genomsnitt per ar delen a = 1/A av detta ars atare. I en stabil kedja kan vi
ocksa anse att arsantalet dr néstan konstant, dvs att a ocksa ar ett genomsnittligt
arligt fodelsetal. Vi forutsitter att ungar blir mogna och kan réknas som vuxna
vid arets slut.

Om F = P kommer P att vara oférdndrad vid arets slut. Annars leder brist pa
foda att P minskar och 6verflod att P 6kar genom extra 6verlevande avkomma.
Detta kan astadkommas enkelt med féljande ierationsschema:

P—-P+alF-P),F—-F—-P+Q

dar @ ar ett arlig fodotillskott. Schemat kan motiveras pa foljande séitt. Om F > P
finns det F' — P extra fodoenheter som om de konsumeras av samma antal enheter
dtare ger a(F — P) ungar, ett nntal som vi antar har producerats av P dtare genom
fododverskottet. Om F' < P fattas foda for P — F enheter dtare vilLket ger en brist
pa motsvarande antal 6verlevande ungar.

Iterationer av schemat lamnr paret F' = P = @ invariant och betyder i allménhet
att paret P, F' utfor en cirkuldr rorelse krin jamvikten @, Q. Da a > 4 upphor
kedjan att vara stabil och iterationerna divergerar mot oéndligheten. Fér enheterna
Px =P —Q,F' = F — Q betyder schemat en lineér iteration med Q = 0 och en
rorelse kring origo.

Det lineédra schemat ovan innebér att 1 — a,a ar den forsta raden i var matris T
och —1,1 &r den andra raden. Egenvardena till T' ges av

M—2-a)A+1=0

varav A = 1 — (a/2) £ /1 —(...)2 54 att A = ¥ med cosf = 1 — a/2. Denna
formel ger egenvéirden med absolutbelopp 1 precis da a < 4. Vi kan nu tillampa
den pa lammelcykeln i norr dér ldmlarna &r dtare och deras foda dr mossa och
gras. Lammelns medellivslangd ar omkring ett halvt &r sd att a = 2 varav cosf =
1—a/2 =0 och § = 7/2 s& att lammelcykeln &r fyra ar vilket stimmer med
observationer. En andra tillimpning &r den tioariga cykeln for den kanadensiska
snoskoharen i interaktion med sin &dtare, lo. Medellivslangden for lo har uppskattas
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till 2.6 ar vilket enligt schemat ovan ger den observerade cykellingden 10.0 &r.
Schemat kan utvidgas till tre aktorer, en predator ) som &ter en art P som ater
fédan F'. Det antas som tidigare att en enhet () dter en enhet P som ater en enhet F’
i medeltal per ar. Om @, P har fodotalen b, a sa far man f6ljande arsévergang:QQ —
(1-0)Q+bP,P > P—-Q+a(F—(P—-Q))=(1-a)(P—Q)+aF,F - Q—P+F
dar mellanledet uttrycker att bara P — Q av den andra predatorn dter féda nér @
har fatt sitt. Overgingen ger en matris med raderna

(1-06,0,0)/(a—1,1—a,a)/(1,-1,1)

skilda &t med snedstrick och ordnade uppifran. Multiplicerad med en kolumn
Q,P,F ger T arsovergangen. Dess egenvirden visar sig vara 1 och ett par et
med cosf =1— (b+a)/2.

Hér kan vi anta att P betyder lammel. For @ finns flera val, arktiska réavar, rov-
faglar eller vesslor som jagar lammel i deras egna gangar. I de forsta fallen ror det
sig om livslangder kring 2 ar och alltsa ett a kring 1/2 som sénker lammelperioden
till 3.5. Vesslorna med en kortare livslangd pa 1 ar kortar den ytterligare till 3. I
allt detta ar lamlarnas precisa medellivslangd, hér berdknad till ett halvar, litet
osdker. Jag slutar med att lata detta vara ett exempel pa motet mellan en exakt
teori och en méngfacetterad verklighet.

Alla tillampningar ndmnda hér plus ett par till finns diskuterade i de tva arbetena
i referenslistan

En lang kedja

Denna sektion har ett exempel pa en kedja med tva arter predatorer Ay, As och en
art Az med vegetabilisk féda. Vi antar att alla lever i en stabil situation déar den
forsta arten adter den andra, den andra den tredje och den tredje dter av jordens
groda V. Enheterna &r valda sa att en enhet A; dter i genomsnitt en enhet As
arligen och analogt for As, Az och Asz, V. I fortsdttningen later vi F' vara antalet
arligen uppéatna enheter groda och later Py, Py, P, F betyda antal enheter i motsva-
rande arter, allt under ett 16pande ar. Vi later ocksa aq, as, az betyda motsvarande
predatorers fodelsetal. Med monster fran fallet med tva predatorer leder detta till
arsovergangar for de tre populationerna givna av en matris 7" med raderna

(1-a1,a1,0,0)/(az — 1,1 — as,a2,0)/(1 —as,a3 — 1,1 —ag,a3)/(-1,1 —1,1)
tagna i ordning uppifran och skilda at med snedstrack. Koefficienterna i expansio-
nen det(T+z) = 2%+ 123 + 222 + 32+ 1 éir matrisens spar av ordningarna 1,2,3,4
och kan utridknas. Resultatet ar

C1 :470,1 — a2 — as,Cy :6*2(041 +a3)+a1a3,03 =C1,C4 = 1
Symmetrin visar att matrisens egenviarden ar symmetriska under konjugation och

invers vilket &nnu inte betyder att den ger en stabil néringskedja. Tva konjugerade
egenvirden e med r < 1 innanfor enhetscirkeln med inverserna 7~ 'e** utanfor
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ar annu tankbart men ger inte stabilitet d& r < 1. Detta fall ger alternativa spar
for matrisen T,

c1=2(r+1/r)cosf,co = 2472 +7r 24+ 2c0s20.c5 =c1,c4 =1

som inte kan uppkomma av 7' utan en koppling mellan fédelsedata som beror pa r
och inte kan ge ett fall dar dessa ar lokalt fria. Vi gar inte vidare med detta mycket
speciella fall utan antar att att kedjan har alla sina egenvirden e i+ 6, e*% pa
enhetscirkeln. Sparen blir da

c1 =2cos6; 4+ 2cosby;co =2+ 4cosbhycosbo;cy =cr,cq0 =1

sa att
cos 0y + cos by = c1/2;cos 01 cosly = (co —2)/4

Vara tva cosiner ar alltsa rétter absolut mindre én 1 till andragradsekvationen
t2 — c1t/2 + (c2 — 2)/4 = 0. Detta ger villkor pa koefficienterna, nimligen 0 <
c1/2 <2 och —1 < (ca — 2)/4 < 1, vilket 6r fodelsetalen innebér villkoren

0<a1+a2+a3<47—1<1—(a1+a3)/2+a1a3/4<1.

Alla ar uppfyllda for smé fodelsetal. Om alla dr lika med ¢ betyder det att 1/4 <
t < 3/4, dvs att ingen art da kan ha ett hogt fodelsetal. Ett fall som paminner
om situationen for lemmel &r da de tva forsta arterna i var modell har ett litet
fodelsetal a; = ag =t vilket betyder att

2t+az <4,1—(t+a3)/2+taz <1

dér den andra olikheten inte begrénsar asg och den forsta siger att a3 < 4 — 2t.
Det ar alltsd mojligt for stabilitet att As ar betesdjur som far mycket avkomma
och sedan forser de tva andra arterna med mat. I praktiken kan naturligtvis manga
andra fall upptrdda men man skulle kanske &nda kunna dra ett par allménna slut-
satser i det stabila fallet.

Langa stabila naringskedjor av predatorer kan forekomma da alla deltagande
arter (eller grupper av arter) har sma fodelsetal eller d& ett led i kedjan dter vege-
tabilisk féda och har ett storre fodelsetal.

Speciella naringscykler har uppmérksammats mycket i den zoologiska litteratu-
ren men en allmén teori for har hittills inte funnits. Var ansprakslosa borjan pa
en sadan teori kan utstrackas till fran predatorer och betesdjur till mera allmédnna
fall och kan kanske belysa de méktiga naringskedjor som finns i havet och pa den
afrikanske savannen.
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