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Inledning.

Lat V vara ett reellt vektorrum med inre produkt z-y och norm ||z|| = (x-2)/2, dér
x,y ar vektorer i V. Vi séger att tva vektorer x och y i V' ar ortogonala om z-y = 0.

k
En éndlig summa ) ¢; - z;, dér ¢; ér reella tal och x; &r vektorer i V, 1 < j <k,

j=1
kallar vi en linjér kombination av vektorerna {1, zs,...,z;}. En delméngd E av
V séges vara linjart oberoende om for varje dndlig delméngd {x1,x2,...,2x} av

k

E och godtyckliga reella tal {c1,co,...,cx}, villkoret > ¢; - z; = 0 medfor att
j=1

c; =0, for alla 1 < j < k. Vi séiger att médngden E &r en parvis ortogonal méngd

om -y = 0, for varje par x och y av olika vektorer i V. En parvis ortogonal
méngd av enhetsvektorer, vektorer med norm ett, kallas en ortonormal méangd
eller helt enkelt en ON—méngd. Det ar vilként, och 14tt att bevisa, att varje parvis
ortogonal méngd ocksa ar linjart oberoende. Omvandningen till detta pastaende
ar naturligtvis inte sant. Det som daremot &r sant ar att givet en andlig eller
numrerbart oéndlig och linjirt oberoende méngd F, sa kan man konstruera en
ON—miéngd E’ som har samma linjara holje som E. Detta ar i huvudsak innehallet
i Gram-Schmidt’s algoritm och fullt tillrickligt for de flesta tillampningar. Att tva
vektorer x och y ar ortogonala kan i vissa fall tolkas geometriskt som att vinkeln
mellan x och y ar 90 grader. Vi ska ge en mera allménn algoritm, som vi kallar
Gram—Schmidt’s p—algoritm, och som konstruerar en mangd vektorer som parvis
bildar samma vinkel med varandra i samtliga fall diar detta &r mojligt.

Det linjéra holjet till en méngd E C V &r méangden av alla linjarkombinationer
av vektorer i F och betecknas med span(F). Det ar latt att se att span(E) ar
ett linjart delrum av V', det vill siga att span(F) ar ett vektorrum med samma
operationer som V.

Vi definierar vinkeln 6 mellan tva vektorer x and y i V, som inte &r nollvektorer,
genom
Ty

——J _ 0<o<m
] - [yl

cosf =
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Om z = 0 eller y = 0 definierar vi vinkeln 6 som noll. Tva vektorer x och y &r alltsa
ortogonala om och endast om vinkeln mellan vektorerna &r 90 grader. Det &ar nu
vanligt, och naturligt, att man identifierar vinkeln § med dess cosinusvdrde p, det
vill séga att man definierar p = cos 6, dar —1 < p < 1.

Gram — Schmidt’s algoritm konstruerar en ortogonal méngd av vektorer fran en lin-
jart oberoende méngd. Vi formulerar detta resultat pa foljande sétt, se exempelvis
[1], Ch. 6, [4], Theorem 31, [2] eller [3].

Sats 1. Lit E = {x;} vara en dndlig, eller numrerbart oindlig, och linjirt obero-
ende delmdngd av V. Dd finns en mingd E' = {y;} av vektorer i V. med foljande
egenskaper:

span({y1,y2, - -, ¥i}) = span({z1, z2,...,2;}), for i=1,2,..., (1)
span(E") = span(FE), (2)
méngden E' dr en ON—mdngd. (3)

Foljande sats och dess korollarium &r vart huvudresultat.

Sats 2. Lat {z;}1", vara en linjirt oberoende delmdngd av V. Dq finns en mdngd
vektorer {z;}_, iV sd att

span({z1, 22, ..., % }) = span({x1,xa,...,2;}), 1<i<mn, (4)
och

L, 1=,
Zi- 2 = . 5
R { p, i F# 5)

for alla 1 <1i,7 <n, om och endast om —ﬁ <p<l.

Korollarium 1. Ldt {x;}52, vara en numrerbart oindlig och linjdrt oberoende
mdangd vektorer i V. Dd finns en mangd vektorer {z;}°2 1 i V sd att (4) och (5)
gdller for alla i,j =1,2,..., om och endast om 0 <p < 1.

Anmdrkning. Sats 2 and Korollarium 1 kan ocksa formuleras i termer av lingden
av vektorerna istéllet for vinklarna mellan vektorerna, ty om ||z|| = ||y|| = 1 s&
géller ||z — y||* = 2(1 — x - y). Sats 2 far d& féljande ekvivalenta formulering:

Lat {x;}"_, vara en linjirt oberoende mangd i V. Da finns vektorer {z;}1_, i V
som uppfyller (4) och

lzill =1 and ||z — ][ =d
. . .. 2
fori#j,1<4,5 <n, om och endast om 0 < d < (/-=5.

Korollarium 1 har en liknande omformulering med 0 < d < \/5, vilken vi évernam-
nar at lasaren.

Anmdrkning. Om vi véljer d = 1 ovan far vi en méangd {0, 21, 22,...,2,} med
n + 1 punkter som har parvis samma avstand. Sadana méngder kallas ekvilaterala
méngder och studeras for allménna vektorrum i [5].
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Bevis

Denna sektion innehaller bevisen fér Sats 2 and Korollarium 1. Vi bérjar med
beviset av Sats 2.

Bevis av Sats 2. Lat {z;}!_, vara som i satsens formulering, 14t ——~ < p < 1 och
utfér Gram—Schmidt’s algoritm pa vektorerna {z;}7 . Detta ger vektorer {y;}? ,
som uppfyller (1) och (3). Vi skall nu induktivt definiera vektorerna {z;}! ; och
vi bérjar med z; = y;. Lat sedan w = ys + a - z;. D& giller ||w||? = 1 + a? och
w-z1 = a. Viviljer nu a s att w-z; = p- ||w||, vilket ger a = p/+/1 — p2. Slutligen
definierar vi zo = w/||wl|.

Antag nu att vi har definierat zq,22,..., 25 sa att ||z|| =1 och z; - z; = p, i # j,

k
Z,]:LQ,]{,‘ Létw:yk+l_ chz]Dégaﬂer
j=1

w-zi:—ci—p-ch, 1 <i<k,

J#i
och
k
lwl> =1+ ¢ 2],
=1
eftersom yy11 ar ortogonal mot span{zi, za,..., 2k} C span{yi,yz,...,yx}. Detta
ger
W- 2z = —¢ *P'ch =p-[Jwl],
i
for 1 <4 < k. Vi subtraherar nu de sista ekvationerna parvis och far att ¢; = ¢ =
-+-=c¢p =d och
d(1+p(k—1)) = —p- [[w]]. (6)
Vidare har vi
k
w]]=14d> || > zll* = 1+ d*(k + p(k* — k). (7)
i=1

Genom att kombinera (6) och (7) far vi

d>- (L+pk—1))-(1—p)- (1+pk)=p*

Denna ekvation kan l6sas med avseende pé d, eftersom p > —ﬁ > —%. Slutligen
definierar vi zx+1 = w/||w||. Genom att fortsétta pa detta sitt far vi vektorer
{zi}1_; som uppfyller (5). Det &r ocksa latt att se att {z;}7_; &r linjirt oberoende,

vilket bevisar (4).

For att bevisa omvindningen av satsen antar vi att {z1,z2a,...,2,} ar vektorer i
V som uppfyller (4) och (5). D& &r {z1, 22, ..., 2,} linjirt oberoende och formeln
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0<|lz1+22+ -+ 2, =n(l +p(n —1)) bevisar att p > —1/(n — 1). A

Bevis av Korollarium 1. Lat {x;}32, vara som i korollariet och 1&t 0 < p < 1.
Beviset av Sats 2 ger oss nu vektorer {z;}2, med de 6nskade egenskaperna.

For att bevisa omvéndningen av korollariet antar vi att {7}, har egenskaperna
(4) och (5). D& dr {z;}¢2, linjirt oberoende och 0 < |[z1 + 22 + -+ 2, || = n(1 +
p(n —1)), n > 1. Later vi nu n — oo sa foljer att p > 0. VAN

Gram—-Schmidt’s p-algoritm

I den har sektionen skall vi beskriva den algoritm som konstruerar vektorerna
{zi}1—, i Sats 2. Lat {y;}7, vara en ON—méngd i V och lat -1+ < p < 1. Vi
definierar induktivt vektorer {z;}? ; med metoden i beviset for Sats 2. Sétt 2z = 3
och antag att zo, 2o, ... z; har definierats. Lat

w=a- Y1+ 8- (21 +22+ -+ 2),
dér a och  uppfyller
lwl* = o + 32(k + k(k — 1)p) =1

och
w-zi=03-1+k-1p)=p-|lw|], 1 <i<k.

En enkel utrakning ger att

_A=p)d+pk) s P
N e N e ) )

och vi far f6ljande algoritm.

Gram—Schmidt’s p-algoritm (GSp).

Input &r en linjért oberoende méngd {x1,za,...,2,} i ett reellt vektorrum V med
inre produkt och ett reellt tal p som uppfyller _nil < p < 1. Output &r en méangd
{#z1,22,...,2n} av vektorer i V med egenskaperna (4) and (5) i Sats 2.

Steg 0. Genomfor Gram—Schmidt’s algoritm enligt Sats 1 och fa f6ljden {y1,y2, ..., Yn }-
Steg 1. Definiera z; = y;.
Steg 2. For 1 <k <n—1, lat

(1-p)(1 +pk) p

1—|—p(/<:—1) 'yk+1+m'(21+22+“'+2k). (9)

Zk+1 =

Steg 3. Den méngd {z1, 22, ..., 2, som har konstruerats efter det att Steg 2 har



Normat 4,/2009 Tord Sjodin 177

upprepats (n — 1) ganger har alla de 6nskade egenskaperna (4) och (5).

Vi ska nu lata V' vara det Euklidiska vektorerummet R", vars element &r n—tupler
x = (x1,a,...,x,) av reella tal. Skalirprodukten mellan tva vektorer x och w
definieras av = - w = zjw; + Trawy + - -+ + T, w, och normen av vektorn x ges
av ||z|| = V& -z. Vi later {yx}} vara standardbasen i R™, det vill siga y, =
(0,...,0,1,0,...,0) och ettan ar pa den k:e platsen. Vi ska nu héarleda explicita
uttryck for vektorerna zy. Det visar sig da att de (k — 1) forsta koordinaterna i zy
inte dndras nér vi gar fran zj till zx1. Vi bevisar det i f6ljande lemma.

Lemma 1. Ldt {yx} var som ovan och definiera {z}7 genom (9). Da gdller att
zpt1(1) = 2z (3), for 1 <i<k—1.

Bevis. Om k = 1 finns inget att bevisa. Anta att lemmat géller for nagot visst
k,2 <k <n-—1.Da giller

e i) = Ty (10 4+ 2 )+ 51(0)
och
2 (1) = m (2 (1) + - F zi—1(4)).
En enkel utrikning ger oss slutsatsen i Lemma 1. A

Vi kan nu hérleda explicita formler for 2z, 1 < k < n och bérjar med att definiera
foljden

am(p)

_ P A =p)(A+p(m—1))
1+p(m—1)\/ 1+ p(m—2) ’ (10)

m=1,2,.... Med hjilp av foljden {a,,(p)}7 far vi foljande explicita formler for
vektorerna {z }7.

Sats 3. Lat {yx}7 vara standardbasen ¢ R™ och lat {2z} vara definierad av (GS)).
Da gdller zy = (1,0,...,0) och z ges av

1+pk—-1)

-a ,0,...,0),
» k(p) )

2k = (al(p)ﬂGQ(p)v .- '7ak*1(p)v

for2 <k <n.

Bevis. Man ser latt att satsen géller for k£ = 2. Antag att satsen géller ett visst
k, 2 <k <n —1 och betrakta zi+1. Vi observerar att zx11(¢) har ratt virde for
1<i<k—1ochi=k+1, pagrund av Lemma 1 och (9). Vidare far vi

p

2k+1(k) = m

pa grund av (9) och (10). A
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En asymptotisk formel.

Aterstoden av denna artikel skall vi dgna at att undersoka det asymptotiska upp-
forandet hos zj for stora virden pa k. Vi ska anvinda oss av vektorrummet 2,

o0
som bestar av alla oéndliga foljder {zj}° sddana att summan > 2% &r dndlig.

Skaldrprodukten mellan tv& vektorer  och w i I? och normen av z definieras av

e}
x-w =Y xpwg och ||x|| = /x - x, respektive. Vi antar att 0 < p < 1 och identifierar
1

R"™ med ett delrum av /2, genom att vektorn x = (x1,2,...,2,) i R" identifieras
med vektorn z = (x1,T2,...,2,,0,...) i [2. Slutligen definierar vi fljden

20 = (al(p)aGZ(p)7"~uan(p)7"')'

Man bevisar létt att 2o tillhér 12 och ||z]] = \/p. Vi kan nu anvéinda z till att
bevisa en asymptotisk formel for z.

Sats 4. Lat {z}3° vara som ovan, dad gdller zi ~ zo + /1 —p - yx, as k — o0, i
den meningen att

kllngoﬁ~ |z — 20 — V1 —p-wyil] < v/p(1—p) < 1/2.

Bevis. Genom triangelolikheten far vi att ||z — 20 — /1 — p - yx|| dr hogst

<§:|am 2) +|\/ 1“’ _/T-p=A+B.

k 1+ p(k

For den forsta termen far vi formeln

N _ p’(1-p)
A2_zk:‘am(p)|2_ 1+p(k‘—2)

med hjilp av en teleskopserie och en enkel utrdkning ger uppskattningen
B < 1 _pvl=p Vl_p.
2 14+pk-2)
Sats 4 foljer nu genom att kombinera uppskattningarna fér A och B och ta vre

limes da k — oo. A

Ezempel. 1 fallet da p = 1/2, vilket svarar mot vinkeln 7 /3 radianer mellan vekto-
rerna, blir formlerna sirskilt enkla. En utrikning for vektorn zy € 12 i Sats 4 ger
da att

1 1 1 1

1 1
Zozﬁ'(\/ﬁ’\/z?)’\/ﬂ’\/4.5""’\/n-(n+1)"”

1

Ve e Ve
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Vi 6verldmnar at ldsaren att pa samma sétt berdkna vektorerna {zj}} i Sats 3.

Anmdrkning. Jorgen Pedersen Gram, 1850 — 1916, var en dansk matematiker
som arbetade med bade ren och tillimpad matematik. Hans bidrag till Gram-—
Schmidt’s metod kom fran hans avhandling om serieutvecklingar med anvindning
av minstakvadratmetoden. Den tyske matematikern Erhard Schmidt, 1876 — 1959,
avlade sin doktorsexamen i Gottingen under ledning av David Hilbert, en av den
tidens ledande matematiker. Schmidt bidrog till att utforma teorin f6r Hilbertrum
och betraktas som en av grundarna av den moderna funktionalanalysen. Gram-—
Schmidt’s algorithm upptécktes emellertid langt fore bade Gram och Schmidt av
den inom manga omraden berémde franske matematikern Pierre — Simon Laplace,
1749 — 1827.
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