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1 Kilassiskt om den svidngande strangen

En svingande stréng avger en ton, ett faktum som ligger till grund fér funktionssét-
tet hos manga musikinstrument. En ton karaktariseras i forsta hand av sin frekvens,
d.v.s. antalet svingningar per tidsenhet (méts i Herz (Hz), antalet svingningar per
sekund). T allménhet dr en ton en 6verlagring av en grundton (grundfrekvens) och
en svit av dvertoner. Forhallandet mellan intensiteterna hos grundtonen och de
enskilda 6vertonerna ger den sammansatta tonen dess klangfdrg. Att analysera ro-
relsen hos en svingande striang &ar en uppgift som tidigt méter dem som studerar
Fourieranalys. Man hérleder da fran fysikaliska grundprinciper (Newtons lagar)
den partiella differentialekvation som beskriver striangens rorelse:

2 2
%:02%, 0O<z<L, t>0,

dar x representerar en punkt pa striangen, intervallet « € [0, L], ¢ = 0 representerar
stringens viloldge och u(z,t) anger avvikelsen av punkten z fran sitt viloldge vid
tidpunkten ¢. Konstanten ¢ har den fysikaliska dimensionen av hastighet, och dess
kvadrat ar kvoten mellan strangens spadnning och dess densitet. Man finner att
l6sningar till ekvationen kan genereras som funktionsserier

u(z,t) = Xp(2)Tu(t),

k=1

dar funktionerna X och T}, satisfierar var sin ordinér differentialekvation
X/(2) + M Xp(2) =0, TJ(t) + ENTr(t) =0

Talen cy/)y, ér just frekvenserna for grundtonen (k = 1) och de enskilda évertoner-
na (k = 2,3,...). De kallas strédngens egenfrekvenser, och talen A1, Aq, ..., for vilka
vi nedan anvidnder bendmningen egenvéirden, beror pa striangens langd L och pa
andpunktsvillkoren; stringens dndpunkter kan till exempel vara fixerade (varvid
Ax = km /L), eller den ena eller bada kan tilldtas 16pa fritt i vertikalled. I vilket fall
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som helst dr denna endimensionella situation relativt enkel, och i de modellproblem
som moter studenten kan allt rdknas ut explicit. Den tvadimensionella motsvarig-
heten till en sviingande stréng ar en membran, och ur matematikens synpunkt finns
det inga tvingande skal att stanna vid ett visst dimensionstal.

2 En antalsformel

Klassiska arbeten av Hermann Weyl (1913), Richard Courant (1924), Torsten Car-
leman (1934) och Lars Hormander (1985) har utvecklat en intressant formel for
antalet egenviarden hos en allmén, linedr och elliptisk vibration hos en membran
M som técker en 6ppen, begrinsad del B av R". Membranens avvikelse fran ett
viloldge beskrivs av en reell funktion u(z) med smé funktionsvirden (smé utslag),
och dess energi av av en kvadratisk form F(u,u) i derivatorna av « av ordning
< m med koefficienter beroende av z. Om (u,v) = [u(z)v(z)dz ar skalirproduk-
ten for kvadratiskt integrerbara funktioner och u, v ar snélla (tillrackligt reguléra)
funktioner, den ena med kompakt stéd i B, kan man genom partiella integratio-
ner ge energin E(u,v) formen (Pu,v) dir P = P(z,D) med Dy = 0/0z &r en
differentialoperator och mera precist en linedrkombination av derivatorna av u av
ordning hogst 2m vars koefficienter ar snélla funktioner av z. Delsumman av de
hogsta derivatorna kallas operatorns principaldel p(z, D). Ersdtter man varje Dy
med en komponent & av en reell variabel &, dual till z, far man av p(z, D) ett
homogent polynom p(z,€) i & av grad 2m med koefficienter beroende av z, kal-
lat operatorns karaktéaristiska polynom. Att operatorn P &r elliptisk betyder att
p(z, &) ér jamforbar med |£]*™ d& [€] dr stort. Exempel: Summan A av kvadraterna
av derivatorna 0/0xy &r en elliptisk differentialoperator med det karaktéristiska
polynomet &7 + ... + £2.
Var antalsformels huvuddel séger att

NA) ~ (27)" / / dude.
z€B, p(x,£)<A

dar € € R™ och p(z, ) ar det karaktéaristiska polynomet till p(z, D). Vanster sida
betyder antalet egenvéirden hos P mindre &n \. Satsen sdger att kvoten mellan de
béada sidorna gar mot 1 for stora A. For stora £ varierar x fritt 6ver membranens vo-
lym B i formelns integrationsomréde. Det betyder att antalsformeln kan férenklas
till

N ~ (27)"b / dz,
p(,€)<A

dér b & membranens volym och p(-, &) = (1/b) [ p(x, §)dx ér ett medeltal av p(z, &)
6ver membranen. Till slut en anmérkning om den aterkommande faktorn (27)~™,
ett arv fran Fouriertransformen, som man kommer bort ifran genom att ta (2m)™
som volymsenhet i frekvensrummet. Satsen siger da att membranen har lika manga

egenfrekvenser under ett stort A som det finns volymsenheter i frekvensrummet
p(x,§) <A



Normat 1/2010 Lars Garding och Per-Anders Ivert 37

3 Strangen igen

L&t I vara intervallet (0,1) och H = L?(I) rummet av kvadratiskt integrerbara
reella funktioner v fran I med skalarprodukten (u,v) = [, (u(z)v(x)dz och lat H'
vara rummet av funktioner vilkas derivator ligger i H. En liten reell funktion u(zx)
med v’ € H kan téankas beskriva ldget hos en elastisk strang spand 6ver I. Vi tar
den variabla delen av lingdelementets kvadrat, 1 + u/(x)?, som en energitithet s
att den spanda strangens energi blir F(u,u) = (uv/,u').

Vi ska betrakta minima av kvoten K = E(u, u)/(u,u) i olika lineéra underrum av
H och ger forst ett exempel diar minimum tas 6ver alla funktioner v som férsvinner
i andpunkterna 0,1 (vilket betyder att striangens dndpunkter har fixerats). Om mi-
nimum A uppnas for u(z) och v(x) &r vilken som helst funktion i H som férsvinner
i 0,1 far man med ett litet tal ¢:

(u 4+t u' + ') > AMu+ tv,u+ tv)

Utvecklar vi och integrerar partiellt ((u,v') = —(u/,v)) sa far vi
() = (0,0)) = 26(Aw, ) + (@, 0)) + (') = A, )

= tz((v’, V') — (v,v)) - 2t()\(u, v) + (u”, v)) >0

for varje v, och med likhet for ¢ = 0. Att olikheten ska gélla for alla (smé) reella
tal ¢t betyder att koefficienten for ¢ &r noll, vilket ger differentialekvationen

u’(x) + Au(z) =0,

vars allménna l6sning &r en linedirkombination av cospz och sinpuzr med p? =
A. Ska den forsvinna i d&ndpunkterna maste v = C'sinux med y = kn vara en
heltalsmultipel av 7. Alltsa ér u(z) = C'sinkmra, varav A = (km)?2, och om detta
skall vara ett minsta vérde, utan att vara noll, &r & = 1. Alltsa 4r den minsta
energin i vart fall lika med 72 med motsvarande egenfunktion u(x) = sin 7. I det
foljande ger vi nu ett antal utrdknade minima i liknande situationer. Forst tdnker
vi oss att stréangens dndpunkter inte ar fixerade, utan tillats 16pa friktionsfritt i var
sin vertikal skara.

Det visar sig att vi genom att ta successiva minima av kvoten K = E(u,u)/(u, u),

enligt beskrivning nedan, fir bade differentialoperatorns P = —(d/dx)? egen-
virden Ay < A2 < ... och motsvarande egenfunktioner wu;(x),us(x),..., med
Puy, = Mgug, k = 1,2,..., en ekvation som forutsitter att «’(z) finns, men som

kan tas i meningen att E(ug,v) = Ag(ug,v) for alla v med o' € L?(I). Niarmare
bestamt dr A\, = 72(k — 1) och uy(z) = V2 cos(k — 1)mz. Alla dessa egenfunktio-
ner dr normerade till (u;,u;) = 1 och &r ortogonala mot varandra i meningen att
(uj,u;) = 0 da i # j. Allt detta betyder att egenfunktionen wuy delar in stréngen
i k lika delar som om man knépper pa dem svénger i takt med varandra, d.v.s.
med samma tidsperiod. Denna strangens rorelse i tid och rum kan simuleras av
funktionen f(x,t) = ug(x)cos(k — 1)wt, beskrivande stringens avvikelse fran sitt
vilolége.
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Det &r omedelbart klart att minimum av kvoten K &r noll och att minimum
uppnés for konstanta funktioner. Alltsd &r A\; = 0. Ovriga egenvirden fir man
successivt genom att Ar &r minimum av K for funktioner u(x) ortogonala mot
U1, ..., Uk—1, dvs sddana att (u,u;) =0da j = 1,2, ...,k —1. Denna definition av A
kan goras oberoende av de tidigare egenfunktionerna genom att \; visar sig vara
storsta minimum av F(u,u) i rummet V' av element i H som &r ortogonala mot
k —1 godtyckliga funktioner vy, ...,v5_1 i H. Ty detta rum V innehaller &tminstone
en linjarkombination u = cju; + ... + cyur av de forsta k egenfunktionerna déar
kvadratsumman av koefficienterna &r 1 s att (u,u) = 1. Man far 6gonblickligen

K = E(u,u) = M\ + ... + \ci > g,

med likhetstecken om V alstras av u, ..., ux. Denna sats géller allmént da bade H
och E ar kvadratiska former for vilka K = F/H har successiva minima, upptack-
tes forst av Weyl och kallas max-min principen. Den visar omedelbart att varje
egenvérde dr en monoton funktion av energin F(u,u). Om man, till exempel, i det
foregaende inskranker minima 6ver alla funktioner till minima 6ver funktioner med
derivata i L?(I) som forsvinner pa randen av I far man stérre minima och ocksd
storre egenvirden \, = 72k? med egenfunktioner v/2sin krx.

Om stréngen inte &r homogen utan har en variabel massa a(z) per langdenhet,
och totalmassan dérmed &r [, a(z)dz, blir svingningsenergin
J; v (x)a(z)u/ (x)dx. T detta fall far vi egenvirden och egenfunktioner till operatorn
—d/dz(a(x)d/dz), men vi kan inte ange dem i s explicit form som ovan. Dock
kan man siga att egenvirdet med nummer k kommer att ligga mellan a;72k? och
asm?k? om a1 < a(z) < ay dd x € 1.

Vi kan ocksa anvinda den i borjan citerade antalsformeln. Var principaldels
karaktéristiska polynom #r nu p(z,€) = a(x)€2 med a(z) > 0 och ldngsamt varie-
rande. I den andra varianten av antalsformeln anvéinds medeltalet a = [; a(z)dz /b
av a(z) dar b nu dr stringens lingd. Med dessa storheter insatta i formeln blir den

N(A) ~ (1/2m)b / dé = (b/m)\/Ma

af2<

med integration over |{| < y/A/a. Med a = a(x) = 1,b = 1 &r detta resultat
ként fran den svingande strédngen. Ju storre a desto storre och samtidigt glesare
egenvarden.

Vi kan ocksa fa formeln att ge en asymptotik for stora egenviarden A, genom att
helt enkelt kalla N()) for k och viinda pa formeln vilket ger A\ ~ ab=2m2k?, vilket
ar oss bekant da a =b = 1.

4 En generaliserad strang

For anvindning av Fouriertransformen, &t D = (Dy, Da, ..., Dy,)
=1/i(0/0x1,0/0x2,...,0/0x,) betyda den imaginira gradienten i R™, och 1&t

D%u(z) = DI ...Dymu(z)



Normat 1/2010 Lars Garding och Per-Anders Ivert 39

beteckna en derivata av ordningen || = a3 + ... + a,,. Med B € R™ ett 6ppet
begransat omrade, m ett positivt heltal och w(z) och v(z) snélla komplexvirda
funktioner, betrakta formen

Qu / > Du(z)D*v(x)dx

|a]<m

Holjet av snélla funktioner med konvergens given av Q(u,u) &r ett Hilbertrum
H,,(B) med denna normkvadrat. Om vi inskrénker oss till holjet av snélla funk-
tioner som forsvinner vid randen av B, far vi ett mindre Hilbertrum H (B). D4
m = 0 far vi rummet L?*(B) av kvadratiskt integrerbara funktioner fran B med
skalarprodukten (u,v) = [, u

Vi kan nu konstruera en v1brat10n fran omradet B genom att gora det till en
vibrerande membran M med hjilp av en differentialoperator av ordningen 2m:

= Z Dﬁaa’ﬁ(fﬂ)Da,

med z € B, |a,|3] < m och ans = @ga. Integralen [ P(x,D)v(z)dr har da
integranden

(u,v, x) Zaaﬁ (z)DBv(x)

som &r en reell energitidthet da u = v. Koefficienterna a, g(x) antas vara m ganger
kontinuerligt deriverbara och huvuddelen av P, d.v.s. det karaktéristiska polyno-
met

P = D, aap(@)E’
x|+ Bl=2m

antas vara reellt och begriinsat uppat och nedat av positiva konstanter ganger |¢|?™
vilket betyder att operatorn P &r elliptisk. Energin av en funktion u( ) bOm beskri-
ver stringens avvikelse fran ett nollige antas vara E(u) = [, E (z),z)dx.

For att fa egenviarden och egenfunktioner av P ska vi nu efter monster av
den svingande strangen ta successiva minima av kvoten E(u)/(u,u) fér u i del-
rum av H™(B). Eftersom vart problem &r att undersdka dessa egenvéirden ser
vi dem hédr som till existensen bevisade och har alltsa en svit av egenfunktio-
ner ui,us, ... i H™(B) med motsvarande reella egenvirden A1, Ag,. .., sidana att
Puy(z) = Mgug(z), en ekvation som kan tolkas sa att

E(ug,v) = g (ug,v)

for alla v € H™(B). Om energitiatheten okar eller minskar for alla tillatna funk-
tioner u minskar respektive okar alla egenvirden. Denna princip upptécktes, som
namnts ovan, en gang av Herman Weyl. Man far att klassiskt exempel genom att
genomgaende ta alla successiva minima fér funktioner som &ar noll vid randen av B
eller ar utan villkor. For egenvirdenas sviter (A;) och (ug) i de tva fallen géller att
i < A; for alla j.
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5 Fouriertransform

Egenfunktionerna u; kan normeras sa att (uj,u;) = 1 for alla j och bildar da ett
normerat, fullstdndigt ortogonalsystem av kvadratiskt integrerbara funktioner éver
B. Koefficienterna i utvecklingen

et =" U;(€)uy(x)

med z € B ar Fouriertransformerna

IMO=AKMWMM7%r/ﬁMm%&4%ﬂ

vilket man inser genom att multiplicera likheten med wug(z) och integrera Gver
B. Fouriertransformerna &r hela, analytiska funktioner definierade pa frekvens-
rummet och gar mot noll i oéndligheten, Motsvarande energitdtheter w;(§) =
(2m)~"U;(£)]? har alla frekvensmassan 1 och gér mot noll for stora & Vi har
ocksé Parsevals formel (multiplicera med e~%¢ och integrera 6ver B)

_ e~ @E|20p — (2 = (2m)™ w;
b_L\ Pd = 31U ©)F = 2m)" S w;(©)

som visar att frekvensenergierna w;(§) har summan (27) b for varje £. De adderas
alltsa 6ver frekvensrummet till en skiva av tjockleken (27)~"b.

6 Konstanta koefficienter

Vi antar i fortsittningen att koefficienterna aq, g(x) av operatorn P dr konstanta sa
att nu P(z,D) = P(D) = 3" aa3D*P. 1 54 fall & E(u,v,x) = E(u,v) oberoende
av x och att E(uj,v) = Aj(u;,v) betyder, dd v = u;, att

/P©w®%=M

Denna formel som ocksd kan skrivas som [(P(§) — Aj)w;(§)dé. Den svingande
strangens invecklade svangningsmonster med allt tétare noder forenklas av Furi-
ertransformen till en stigande rad frekvenser A\ i frekvensrummet. Var och en ar
centrum i en vag wi(§) med massan 1 som gar mot noll i odndligheten. Eftersom
P(&) &ar storre utanfor ytan P(§) = A; &n innanfor visar formeln ovan att den
storre delen av mattet w;(§) ligger innanfér det (generaliserade) klot K (\;) dar
P(&) < Aj. Allmént later vi K(A) vara klotet P(§) < A och V() vara dess volym.
D& j ar fix, medan k (och ddrmed ocksa Ag) gar mot odndligheten, kommer klotet
K (i) att innehalla en allt storre del av massan w;. Foljande lemma preciserar
detta.
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Lemma: Ldt f;(k) = fP(€)>>\k w;(£)d§ vara massan av w; utanfor klotet K ().

Summan
S=fi(k)+ ...+ fu(k)

som dr massan av Wy, = wy +...+wy, utanfor klotet K () dr hogst o(k) for stora k.

Vi motiverar lemmat med foljande heuristiska resonemang: Lat S = S; + S5, dar
S| = fl(k) + ...+ fj(]i})
med j < k termer som véixer med j och

Sy = fi+1(k) + ... + fu(k)

Med k gaende mot odndligheten, véilj nu j < k sé att k — j gar mot odndligheten
samtidigt som k — j = o(k). Vi kan till exempel vilja j = k — [v/k] dér parentesen
betyder heltalsdel. D& &r S; mindre &n j ganger den sista termen f;(k), som gar
mot noll for stora k, beroende pa att k — j gar mot odndligheten, medan massan av
w; allt mera koncentreras kring randen av K (). De rigorésa uppskattningar som
bekriftar detta finns i [5]. Alltsd 4r S; = o(k). Det ar ocksa klart att So = o(k)
eftersom denna summa bestar av k—j = o(k) likformigt begrinsade termer. Massan
S av Wy, utanfor klotet K (Ay) ar alltsd o(k).

Inledningens antalsformel beror pa att [ Kow) Ve (&)d€ for stora k blir mer och
mer lik samma integral 6ver hela rummet som ar (27)"k eller bV ()\g). Enligt Lem-
mat gér bada mot 1 for stora k om de divideras med [ KOw) Wi (€)d€ vilket ger en
antalsformel i form av f6ljande uppskattning av antalet N(\) av egenviarden < A,

N(A) ~ (27r)_"b/ de

P(&) <Ak

for alla k& med inneboérd att kvoten mellan leden gar mot 1. Detta innebér i sin tur
att formeln ar sann for alla A. Om p(§) ar huvuddelen av P(§) gar kvoten P(€)/p(§)
mot 1 for stora £ vilket innebér att antalsformeln ar sann ocksa for p.

7 Det allmanna fallet

D4 koefficienterna i P(x, D) inte &r konstanta far man inledningens antalsformel
av formeln ovan om man ersétter koeflicienterna i P med deras medelvérden 6ver
B,

tos = (D) [ aup(@)dn, p(.8) = (1/0) [ pla.g)ds
B B
dér b &r membranens volym. Féljden &ar att man kan férenkla den intuitiva analysen

till operatorer med konstanta koefficienter. Integralen av hoger led i introduktionens
antalsformel kan ocksa forenklas till b fp(_ £<A d¢ vilket ger en antalsformel

N(\) ~ (%)”b/( E)ng
b
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lika med den som vi anvént i fallet konstanta koefficienter.

De argument for 6vergangen fran konstanta till variabla koefficienter som vi an-
vént dr bara formella men kan &nda preciseras och bevisas genom att efter klassiskt
monster dela upp membranen i smé delar med medféljande stralningar. I de sma
delarna dr p(z,€) praktiskt taget konstant vilket gor stralningen berdkningsbar
och ger till slut huvudtermen i Hérmanders antalsformel. Men detta ska inte goras
i detta arbete vars mal &r begransat till att ge en insikt i en analys av antalet

egenvarden under en stor grans.
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