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1. Introduktion.

For nastan 100 ar sedan fann Ramanujan 17 serier fér 1/m dér

oo

(1/2)n 14 3/4)n 1 1
Z (1/2) / n(3/4) (26390n+1103)9947n+2:m
7

ar den mest spektakuldra. Har &r (a)o =1 och (a), = a(a+1)(a+2)...(a+n—1)
for n > 1 Pochhammersymbolen. Formlerna bevisades langt senare av broder-

na Borwein med hjéilp av moduléra former (se [5]). Pa 1980-talet fann broderna
Chudnovsky ([6]) formeln

nm 3
(545140134n 4 13591409) (1) =

i (1/2)5(1/6)n(5/6)n
53360372 21,/10005

nl3

n=0

vilken de anvinde for att berdkna 7 med drygt 1 miljard decimaler, vilket var
varldsrekord da. Berékningarna utfordes pa en hembyggd dator, som utvecklade sa
mycket varme att brodernas fruar flyttade ut fran ldgenheten.

Det vickte stor sensation da Jesus Guillera 2002 fann atta liknande formler for
1/72) t.ex.

2 (1/2)3(1/4)n(3/4)n 32
Z(/)(éls)(/) (120n3 +34n+3)16n:ﬁ

n=0

Han kunde bevisa tre av sina formler med WZ-metoden. De andra fann han ge-
nom att anvinda Maples PSLQ". Guillera &r egentligen amatér men har nyligen
disputerat i Zaragoza med Zudilin om bitrddande handledare. Gourevich fann 2002
(utan bevis) formeln
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= (1/2)7 1 32
> T (168n° + 7612 + 14n + Ve =3
n=0
Genom att kvadrera formler for 1/7 har Zudilin och den forstndmnde forfattaren
producerat otaliga formler fér 1/72. Man kan ocksa transformera Guilleras formler

(12],[3],[16],[17]). Men dessa formler &r av ldgre klass &n Guilleras genuina formler.

Van Hamme oberverade 1996 att om man i Ramanujans formel

> (14!23)2 (4n+1)(-1)" = %

n=0

i stéillet summerade till p—1 (p > 2 primtal) sa géllde

-1
-1

Z " (4n + 1)(—1)" Ep(?) mod p®

Har ar (%) Legendresymbolen, dvs (%) =1 om a &r en kvadrat mod p,

annars (%) = —1. Mortenson bevisade detta ([14]). Zudilin observerade att dven

andra av Ramanujans formler gav kongruenser, t.ex.

~ (1/2)n(1/4)0(3/4),

nl3

M

1 )

(26300n-+1103) s ,1103p(—) mod p® for p> 11
n+2 D

0

3
I

(inget bevis). Aven Guilleras formler gav kongruenser. Genom att anviinda WZ-
metoden lyckades Zudilin bevisa

-1

Z 1/2 4 1/4 ”(3/4)”(120712 + 34n + 3)i ?

> T =3p> mod p° for p>2
Gourevichs formel ger (inget bevis)

)27 1 -1

Z - (168n> + 76n? +14n+1)—5p3(—) mod p’ om p>2

n=0 n! 64" p

2. Guilleras bevis.

WZ-metoden dr "named after two complex variables”, pastar de modesta uppfin-
narna Herb Wilf och Doron Zeilberger (jamfor med Banachs B-rum !). Den foregicks
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av Bill Gospers "creative telescoping” (Zudilin anger att metoden fanns redan 1859
hos G.Bauer [4]). Vi visar hur den fungerar i Guilleras bevis for en av hans formler

oo

Z (1/2) 1/4 n(3/4)n (120n> +34n+3)1én_3%
™

Forst visar vi hur man med hjalp av PSLQ i Maple kan hitta formeln. Berdkna

Hk) = i (1/2)5(1/4)n(3/4n 5 1

15 n
— n! 16

for k=0,1,2 med, sdg 20 decimaler. Sedan ger

PSLQ([H(2),H(1),H(0),evalf(1/Pi"2)]);

svaret
[120,34,3,-32]
Vi har
1120 ()
n! n
och
(1/4),(3/4),, _ 9—6n 2n\ [4n
nl? n ) \2n
Det foljer

(1/2)5(/4)nB/H)n _ 5120 (2n)4 (4n>

nld n 2n

Sa Guillera gissar funktionen

3 on\4 ran—2k
(71)]C (Qkk) ( ) ( n—k:)
G(n. k) = rgnigg (1200° + 84nk + 34n + 10k + 3) (2:;<n+k2>2

n
Zeilbergers imagindre medarbetare EKHAD ger kompanjonen
2k\3 (2n\4 (4n—2k
(- 1)k n® (k) (:) (27;71@)

916n+4k 4y, — 9k — 1 (2]?) (n+k)2

n

F(n, k) =512

s& att
F(n+1,k)— F(n,k) = G(n,k+1) — G(n, k)

denna identitet verifieras lattast genom att dividera bada sidor med F(n,k) och
anvanda “expand” och "simplify”.
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Vi far
> G k+1) =Y G(nk) = lim (F(n+1,k) — F(0,k) =0
n=0 n=0 nee
ty
F(n,k) —0 d& n— o0
Vi har

2n 4n
n NZZD
dd n — oo. Det foljer

(2kk)3 (25)4(42212;) < <2k) 3 (2n> 4 <4n — 2k>
Gy TNk A/ N2k
43k 44n 42n7k 212n+4k
- (mk)3/2 (7n)? | /7 (2n — k) ~ T4/2k3/205/2

for n>>k

Alltsa
< 32v2 1 1 1

ST ke 0 d T

[F'(n, k)l

Det foljer att
Z G(n,k) = A = konstant oberoende av k.
n=0

Utvidga G(n,z) till komplexa z genom

()G ()

()

_cos(mz)
- 216n+4z

G(n,2) (120n? + 84nz + 34n + 10z + 3)

och satt

H(z) =Y G(n,z)— A

n=0
Vi skall nu anvianda foéljande sats av Fritz Carlson:

Lat H(z) vara en hel funktion sddan att H(z) = 0 for z = 0,1,2,... och
H(z) = O(exp(c|z])) d& Re(z) >0 dar c<w. Daar H(z)=0.

Observera att det &r vésentligt att ¢ < 7. Om ¢ =7 &r sin(mz) ett motexempel.
Vi behover

. xr— ™ o
D@ +iy)| ~ Vam y|* ™ exp(—3 y)) da Jy| — oo

Det foljer

di Jy| — o

‘(22)“F(2x+1+2iy)' 4®
z I'(z+1+1y) VYl
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I‘(n+m+1+iy)‘ lyl"

n!l(z + 1 4 iy) n!

(-
‘ (2n)! ‘ (2n)lexp(m[y))
[(z + Liy)L(2n — z + 1 + iy) VaE

Vi far 1
[cos(m2)| ~ 5 exp(|y)

Co) Gy ()|
(o))

IG(n, 2)| = O(4™"*n=3/2 |y|7"?) = O(exp(c|z|) foralla 0 <c<m

437; 44n 447;—21‘
(m [y[)3/2 (wn)? (27 |y[)*/2

da  |y| — o0

2
ly|™" (2n)!exp(m [y])
n!Q |y‘2n+1

~

Alltsa

Sa vi kan anvianda Carlsons sats och far

i G(n,k)=A
n=0

for alla k> 0. Satt k= 1/2. Da blir G(n,1/2) =0 for n>1 och vi far

32
A= 1l k) =22
kglrl/2(G(0,) =

For att visa detta behover vi

Lemma 1.

(for ett bevis se [1]).

Vi far
1 —2(3+e)\ _ ['(—2¢)
cos(w(i +5))(_(§ e > fs1n(7rs)1_‘(1/2_€)2
= ~(re+ 0() (5 + O 5z = 5 + 000
och

1 1 4
1/2) T T(3/2? =
( /2> '(3/2)?

0\ 1 2
(1/2) T T(3/2)0(1/2)  «
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vilket avslutar beviset.
Anmirkning.

Det giller ju
> 32
Z G(TL, k) = ﬁ
n=0

for alla heltal k>0 Men for n < k/2 méaste mani G(n,k) ersitta

An—2k k
( 2Z;k) med 25321)71
(%) (G

Detta visas ldatt med hjilp av Lemma 1.

3. Wadim Zudilins bevis for en superkongruens.

Sats:

Pl (1/2)3 (1/4),,(3/4),,
Z(/M/)(/)

1
5 (120n2+34n+3)— =3p> mod p® dir p>2 #r primtal.
n!

6™

n=0
Bevis:
Forst observerar vi att
(1/4)n(3/4)n = 4_n(1/2)2n

s& vi skall bevisa

p—1 3
1/2)3(1/2)2n 1 5
3 (/)Zl#(uofﬂ +34n+3)n =3p®  mod p?

n=0

Fallet p =3 kontrolleras latt, sa antag att p > 5. Zudilin anvander inte samma
F och G som vi hade tidigare. Lat

(1/2)5(1/2)2n

F(n, k) = (120n2 — 84nk + 34n — 10k
(n, k) = (12007 = 8dnk + 34n = 10k + 3) oz a1 a2

och

G(n, k) = Qan—s((n/_)1)(!3/(n)2_Zl;!?l(l/Z)i

dar F(n,k) =G(n,k) =0 om n < k. Man visar latt

F(n,k—1)— F(n,k) = G(n+1,k) — G(n, k)
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Det foljer
p—1 p—1
> F(n,k—1) =Y F(nk)=G(p,k) — G(0,k) = G(p, k)
n=0 n=0
Nu giller
(1/2)3(1/2)2p k-1 _ 5 1
G(p, k) = 5 (p— P (p — W)E(1/2)] =0 mod p> dd k=1,2,3...,(p—1)/2
ty
13 1 1 .
och
13 1 1 9
13 1 1

Det foljer
p—1 p—1 p—l
F(n,0) = F(n,—— mod p°
T;) (n,0) ;} (n, =) P

Vidare har vi

- 1/2)3(1/2 B
Ordp(F(n,p—l) = ord (1/2)0(1/2)2n+(p-1)/2

2 7 T P n=8p3(n — (p— 1)/2)!2(1/2)?;,71)/2

> ordy((1/2)3(1/2)2n+(p—1)2) = 0rdy((1/2) (ps1)/2(1/2)pr14(p—1)/2) = 5

13 1 p+1 1 B

och g , .
p
(1/2)p+1+(p+1)/2 = 5 : 5 S (5 +p+1+ - 1)
= = 2

= szl 3 (Bp+2)=0  mod p

Detta ger
p—1 p—1
p—1 p—1p—1 .

n=0 n=(p—1)/2
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Nu far vi

p—1p—1 3p(3p — 2) (3p —3)!

P ) = w128 (G- 92257

—2)!
= 3p (3p ) E3p2 mod p5

2605 {(p— 1)/2) (30— 3)/2)!

vilket foljer fran

Lemma 2.

Sétt n=(p—1)/2. Om p >5 &r ett primtal si géller

(6n+1D! o, 4
W =2 mod p

Bevis:

Vi har
(6n+1)!  (6n+2)!  (3p—1)

(Bn)! 2Bn+1)!  2(3p—1)/2)!

4n+

H (3p—4)(2p+5)(2p — j)

dar

Men H/, =0 mod p ger

(6n + 1)!

9
W :p{1—3pHn+2p2Hs} mod p*

For att avsluta beviset behover vi
Sats (Emma Lehmer 1938)
Definera Fermatkvoten

op—1 _ 1
o= ——
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Da galler
Hp1y2 = —2g2+pg5  mod p?

Jamfor med Wolstenholmes sats
H, 1=0 mod p?

som &r latt att bevisa. Emma Lehmers bevis ar synnerligen invecklat. I ett Appen-
dix ger vi ett forenklat bevis.

Vi far " "
n p n p
vilket ger
p P’
2p71 =1 §Hn + gH,?L mOd p3

Upphoj denna kongruence till 6
12n _ 9 9.0 3
2 :1—3pHn+§p H: mod p

och
(6n +1)!

— 9l2n 4
EDLE =2""p mod p

Anmaiarkning 1.

Guillera fann nyligen en formel av ett annat slag, ndmligen

o) 2 3
1 2n\~ (4n 3 ) 9, 1 64v/2
Sz (n) (o) 6720 armt sz o = 5

n=0

Det finns ocksa en medféljande superkongruens

p—1 2 3
1 (2n\?(4n ) ) 9 1 _ 2\, ;
) n+1/2<n) (2n) (672n° + 4720 + T80 + 5) e = 9(5)p?)  mod p

n=0

Det finns inga bevis.
Anmairkning 2.

Guillera har lyckats bevisa ytterligare tva identiteter (se [11] )

i on\*8n?+8n+1 1 16
n (n4+1)2 280 g2

n=0

o0 4
Z 2n 3n 9 1 48

n=0
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Bada leder till superkongruenser ~mod p°. Vidare har han tillsammans med
Zudilin funnit och bevisat f6ljande (se [12])

= 2n\° 1
Z(—l)"(n> (10n2+6n+1)ﬁ =p> mod p°

n=0

Observera att serien

i(—l)” (?) 5(10n2 +6n + 1)2%

n=0

divergerar, men kan ges viirdet 4/72. Lt 6 = x%. Da kan man berdkna summan
i Maple genom att substituera = = —4 i

(106% + 60 + 1)5F4(1/2,1/2,1/2,1/2,1/2:1,1,1,1; 2)

som ger svaret 0.405284734569 som ir nira 4/72.

Genom att anvinda PSLQ fann vi den mérkliga formeln

i 2n\* (30 74n® + 13502 +69n+6 1 64
n n (n+1)3 212n g2

n=0

med kongruensen

R 20\ " /30 74n3 + 13502 + 690 + 6 1 ) s
E = 6p mod p
—\n n (n+1)3 212n

3

Appendix. Ett bevis for Emma Lehmers Sats.

Vi definierar Bernoullital, B,, genom den exponentiella genererande funktionen

och Bernoullipolynom, B, (z) genom

text
t—1

Ovning 1:
Visa
(a) Bn(0) =By,
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(b) Ban—1 =0 om n>1 Ledning;

t t ot t
et -1 = _5 + 5 COth(§)

(© Bale) = X () Ba"

(e) Bn(1/2) = (2" —1)B,, Ledning:

tet/2 /2 t
et —1 Tet/2-1 et —1

(f) Biti(a +1) = Bypa(a) = (k+ 1)z*

(g) Z] 0" k+1 {Bk4+1(n+1) — Br11} Ledning: Teleskopsummal

(h) By, =T/N dar N &r produkten av alla primtal p siddana att p—1 delar
2k . Detta ar Clausen-von Staudts sats (for ett bevis se [7]).

i > ;p_ol)/z i = p(27%* —271)Byry,  mod p* om p—1 inte delar 2k — 2
Ledning:
1L .p Lvopo 1
By 1(=+=)=1B = -B =
2k+1(2+2) 2k+1(2)+2 2k+1(2)+

() 2517_01)/2 261 = k=1(272* — 1)By;,  mod p? om p—1 inte delar 2k — 2.

Definition: (a) ¢; = (7' — 1)/p Fermatkvoten, ett heltal enligt Fermats lilla
sats

(b) wp = ((p—1)!'+1)/p Wilsonkvoten, ett heltal enligt Wilsons
sats.

Ovning 2:
Visa
(2) qab=qa+q mod p

(b) P 1qa =wp, mod p Ledning: VL= qp_1y och (p—1)! = =1+ pw,
mod p

(¢) p— 1+ ptw, =pBy—1) mod p? Ledning: r'®~Y =1+ ptg, mod p?

Bevis for Emma Lehmer’s sats.

Vi har
1=1—(pg.)?=1— (P =12 =271 — 4272 mod p?
Det foljer
_ (pzléﬂ 1 _ (pzléﬂ 1 por1 a2y (pzl%ﬂ(%p_z e
= r=1 T r=1
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Anvénder vi 1 (j) far vi

4 _ 1 _
S = Zi(Ql P—1)By_1 — ]fl(? 2p _ 1)Bap o

Med 2 (c) och 2P~! =1+ pgy far vi

g= 4 1-2r7t ) 1 1-—2%72 L4
=0T et PP — o (P T 2pwy)
4q 1— (14 pga)?
= (P~ 1+ pw,) — (1= 2)’) (p— 1+ 2pwy)

p(p — 1)(1 + pg2)?

4o 2¢2 + pa3  2pw, 2¢2 + pqg3
= + 4pgow,, +
PR T U pg)® T p—1(1+paa)?

(p—1)(1 + pg2)

14 Pq2
= —4qa(1 — pg2) + 4pgawp + 2q2(1 — 2pg2) + pg3 — 4pwpge

=—2¢> +pg5 mod p?

Ovning (Don Zagier):

Efter allt detta om Bernoullital kan vi inte avhalla oss fran att visa pa ett magiskt
arbete av Zagier.

Definiera de modifierade Bernoullitalen

. N~ (n+i\B;
B”Z(n—j>j

Jj=0

(a) Upptéack att B for n udda antar bara fyra virden, namligen +1/4 och
+3/4. Vidare géller B}, = B} om n é&r udda.

(b) Definiera

> B
n=1

som divergerar for alla x # 0 (forr blev man mobbad i Lund om man skrev upp
en sadan serie pa tavlan).

Visa

xT

F(—z)=F(xz)+x och F(l—a:

)= F(z) 4+ =+ log(1 — x)

(c) Definiera
x

Fi() = F(l — Az + 22

) —log(1 — Az 4 z?%)
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D& ar 4
Fy(x) —i&L —2log(1 — x) —2iB*x”
= I A = R
Visa att "
F =F —— =F (-
(@) = Fx(@) + — pep A=)
Ledning:
X _ 1-z+z?

(d) Avsluta med
1) "B, 2™ = Fy(x) — Fy(—x)
n=1

3z —a3 — a2+ 27 + 2% — 321!
1—2x12

= Fg(l‘)—F1($)+F1(£L')—F0(£L')+Fo(l')—Ffl(l‘) =

(observera att Fa(—z) = F_q1(x) ).

(e) For B} dar n ar jamnt giller f6ljande asymptotiska formel

Bs, = (—1)"7 {Yan (47) + Yo, (87) + Yo, (127) + ...}

dér Y3, ar en Besselfunktion (se [15]).
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