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Tre regelbundna polytoper existerar i alla dimensioner. Konstruktionen av dessa ar
enkel och kan beskrivas rekursivt. Vi betecknar dem preliminért med 7;,, K, O,,.
Med start Tp = Ky = Oy lika med en punkt. (Den triviala O-dimensionella). Forsta
konstruktionen géller T-serien. Tag en punkt P utanfoér 7T}, och sammanbind den
med alla horn till T,,, detta ger nya kanter. P4 motsvarande sétt far vi nya sidor
genom att bilda trianglar med kanterna till 7;,. Den uppkomna figuren betecknar vi
med T{,,11). For att fa regelbundenhet méaste vi vilja punkten P med viss omsorg.
Uppenbarligen ar T,, n-simplexet. I den andra konstruktionen véljer vi O = T3
och tva punkter P, Q pa omse sidor om O, och sammanbinder var och en av dessa
med hornen till O,. Och slutligen den tredje konstruktionen tar vi tva parallella
kopior av K, och forbinder motsvarande punkter. De forsta fallen visas nedan.
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Uppenbarligen roér det sig om tetrahedrar, oktahedrar och kuber i hogre dimen-
sioner. I de tva senare fallen ar det l4tt att ge ko-ordinater fér hornen, medan det ar
nagot mera involverat i det forsta fallet. Vi skall nu koncentrera oss pa hyperkuben
K4 och dess dual Oy.

Hyperkuben

L&t oss betrakta hyperkuben i R4. Den #r generaliseringen av kvadraten och kuben
till 4 -dimensioner. Den kallas &ven for 8-cell, ty den begréinsas av atta kuber. Ett
annat populdrt namn ar tesserakten. Vi kan bilda den fran tva kuber i tva parallella
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hyperplan, genom att sammanbinda motsvarande horn. Vi kan lata den vara given
av de sexton horn som kan skrivas pd formen (£1,41,+1,+1). Dessa ligger pa
sfiren S® med radien 2 i R%. Det minimala avstandet mellan tva distinkta hérn dr
givetvis lika med kantlangden 2. Varje horn ar forbundet med fyra andra horn via
kanter. Dessa horn fas genom att &ndra tecknet pa en enda ko-ordinat. Saledes finns
16 x4/2 = 32 olika kanter (ty varje kant har tva horn). Kanterna &r givna av snittet
av tre hyperplan av formen x; = 4 for tre val av ko-ordinater x;. Det finns givetvis
32 mittpunkter pa kanter, dessa &r givna av formen +1,...0--- 4+ 1 med en enda
nolla given av nagon ko-ordinat z;. Det kan vara lampligt att introducera termen
standard punkt. Detta ar en punkt (a,b, ¢, d) dar ko+ordinaterna &r antingen noll
eller av formen £1. En kantmittpunkt &r séledes en standardpinkt med precis en
nolla. Alla sidana mittpunkter ligger pa en sfir av radien v/3. Givet tva kanter
som mots i ett horn, bestdmmer dessa en kvadrat. Diagonalen i denna kvadrat ar
given av tva horn som skiljer sig med precis tva ko-ordinater. En sddan diagonal
har givetvis lingden 2v/2 och kan benimnas en kort diagonal. Det finns (3) =6
olika korta diagonaler fran ett givet horn. Saledes finns det 16 x 6/2 = 48 korta
diagonaler. Eftersom varje kvadrat har tva diagonaler finner vi 24 kvadrater. En
kvadrat ar given av formen x; = + for tva val av ko-ordinater z;. Mittpunkten pa en
kvadrat ar given av en standardpunkt med precis tva nollor. Sddana mittpunkter
ligger pa en sfir med radien v/2. Tva kvadrater &r angrinsande om de har en
gemensam kant. Tre kvadrater som &r angrédnsande tva och tva bestdmmer en kub.
Kuben #r bestimd av sin rymddiagonal vilken har lingden 2v/3. En sidan diagonal
kommer vi helt enkelt att kalla en diagonal. Tva hérn bestdmmer en diagonal om
de skiljer sig bara péa en ko-ordinat. Genom ett givet hérn kan man saledes finna
fyra diagonaler. Vi finner dédrmed 16 x 4/2 = 32 diagonaler. Eftersom varje kub
har fyra rymddiagonaler sluter vi att det finns 8 kuber. Varje kub &r utskuren av
ett hyperplan z; = +1. Kubernas mittpunkter ar standardpunkter med precis tre
nollor. Dessa ligger pa en sfar med radien 1. Slutligen ligger hyperkubens mittpunkt
i origo. Den har 8 rymddiagonaler, som vi kan kalla langa diagonaler. Dessa har
ldngden 2 och forbinder antipodala hoérn pa kuben. De utgér de langsta avstanden
mellan tva horn.

Tillsammans har vi fyrtio olika riktningar, detta inses latt genom att dessa &r
givna av (a, b, ¢, d) dir a, b, ¢,d = 0, £1 och vi utesluter (0,0,0,0). Varje ko-ordinat
har sdledes tre val, varvid vi far (3* — 1)/2 = 40 mojligheter ty en vektor —v ger
samma riktning som v. (Vi betraktar saledes riktningarna som punkter i det reella
projektiva rummet RP? och (a, b, c, d) skall ses som homogena ko-ordinater).

Om vi betraktar den alternerade summan av antalet horn, kanter, kvadrater
och kuber, d.v.s. 16 — 32 4+ 24 — 8 erhaller vi noll. Detta &r inte en tillfallighet
utan ar identiskt med euler-karaktéristiken av den 3-dimensionella sfiren. Man
kan renormalisera alla standardpunkter sa att de alla ligger pa en fix sfar. Dessa
utgor da en intressant konfiguration pa denna.
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Hyperkuben kan projiceras in i rummet pa ett antal olika
sitt. Vidstaende bild visar en perspektivprojicering av ku-
ben fran punkten (0,0, 0,2) till hyperplanet x4 = 0. Denna
ges av

€T X x

)

(xvyVZ?w) = (2_w7 2_w’ 2_w
Kuben given av w = 1 avbildas ’'identiskt’ medan kuben
w = —1 avbildas med en skalning av 1/3.

Hyperkubens projektioner

Lat oss nu betrakta projektionen i riktning (1,1,1,1). Denna projicerar de tva
antipodala hornen (1,1,1,1),(—1,—1,—1, —1) till origo.

Xryrziw=4 Med avseende pa dessa tva horn kan vi gruppera
de Ovriga i tre olika nivaer. Sex av hornen ligger
pa det centrala hyperplanet = +y + z + w = 0.
Dessa kommer att vara vinkelrdta mot de tva giv-
na hornen. Sedan har vi fyra hérn pa hyperplanet

X+y+z+w=2 %
x+y—+ z+w = 2 vilka bildar vinkeln /3, (27/3)
xty+z+w=0 med (1,1,1,1)((—1,—1,—1,—1)) och fyra aterstaen-
de hoérn pa = +y + 2z +w = —2 dér vinklarna ar om-
vanda. Projektionen &r ortogonal pa det hyperplan
som ar ortogonalt mot riktningen. De sex mittersta
% punkterna bildar en regelbunden oktaheder, medan
de aterstdende atta punkterna utgores av tva tetra-
. hedrar. De kanter vi ser utritade &r inte kanter pa
tesserakten, utan vad vi ovan bendmnde ’korta dia-

gonaler’. Den ortogonala projektionen ges av

X+y+z+w=-2

X+y+z+w=-4

3x—y—z—w 3Y—-r—2—wW Z—Yy—r—w 3w—y—z—x)
4 ’ 4 ’ 4 ’ 4

(@, 9, 2,w) = (

och genom att vilja en lamplig ortonormerad bas for det centrala hyperplanet kan
vi ge projektionen

1oy w—z @ty - (z+w)
(@92 w) o (T P S

I bilden nedan kommer de antipoda hérnen (1,1,1,1),(—1,—1, -1, —1) avbildas
pé origo. De sex ortogonala hornen bildar en oktaheder och ar givna i svart, medan
punkterna med vinkelavstand /3 fran (1,1,1,1) 4r givna i vitt och bildar en
tetraheder, precis som dess antipoder som ges av gratt.
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Notera att de tre parallella hyperplanen avbildas isometriskt
in i R3. Oktahedern ligger pa en sfir med radien 2 medan
de tva tetrahedrarna ligger pa en sfar med radien 1. Notera
i figuren att dessa tetrahedrar utgér varandras antipoder.

P& motsvarande sitt betraktar vi nu projektionen i rikt-
ning (1,1,1,0) pa hyperplanet = + y + z = 0 vilken ges av:
(z,y,z,w) — %(z—y—l—w,x—z—w,y—z—l—w}. Punkter-
na (1,1,1,1),(=1,—1,—1, 1) avbildas bada pa %(1, —~1,1),
medan punkterna (1,1,1,-1),(—1,—1,—1,—1) avbildas pa
%(—17 1,—1). Dessa punkter ar speciellt utmaérkta i figu-
ren. Notera ocksa att den projekterade bilden bestar av tva
plana figurer. Dessa &ar helt enkelt projektioner av kuberna
(£1,£1,+1,1) och (+1,£1,+1,—1) via langa diagonaler,
vars &ndpunkter hamnar i 'mitten’

Projektionen i riktningen (1,1,0,0) pa planet z +y = 0
ges av: (z,y,z,w) — %(m —y,z + w,z — w). Punkterna
(1,1,a,b),(—1,—1, a,b) hamnar pa samma punkt %(0, a+
b,a — b). Saledes atta av hyperkubesn punkter kollapsar till
fyra. Dessa utgor tva kvadrater som avbildas pa samma

kvadrat, ndmligen den mittersta.

Och slutligen projektionen i riktningen (1,0, 0, 0) ges uppenbarligen av (z, y, z, w) —
(y, z,w) och avbildar hyperkuben pé en kub i vilken de 16 hornen avbildas i par
pé de atta hornen av kuben.

Den duala hyperkuben

Den duala hyperkuben fas genom att betrakta de atta hornen

(+£1,0,0,0)...(0,0,0,+1).

Ett horn sammanbindes med alla andra horn utom sin antipod. D.v.s. tva horn sam-
manbindes om dess korresponderande vektorer dr vinkelréta, d.v.s. vinkelavstandet
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pa sfiaren dr 7/2. Genom varje horn géar siledes 6 kanter, vilket ger 8 x 6/2 = 24
kanter. Tre horn som ar omsesidigt vinkelrdta bildar en triangel. Det uppkom-
mer 8 X 6 x 4/6 = 32 trianglar. Slutligen fyra omsesidigt vinkelrdta horn bil-
dar en tetraheder. Av dessa har vi 8 x 6 x 4 x 2/24 = 16. Som forvintat spe-
gelvinds talserien fran hyperkuben. En annan bendmning &r 16-cellen, ty den
bestar av 16 tetrahedrar. Dessa tetrahedrar far genom att betrakta punkterna
(£+1,0,0,0),(0,+1,0,0),(0,0,=+1,0),(0,0,0,+1) med sexton val av tecken. Note-
ra att dess centra utgores helt enkelt av hornen till hyperkuben. Andra namn
ar hexadecachoron, orthoplexen eller halvtesserakten. En annan naturlig benam-
ning dr hyper-oktahedern. Nedan har vi en stereografisk projektion av 16-cellen.

Anmérkningsvéirt &r att den duala hyperkubem aterfin-
nes dven i hyperkuben sjilv. Dess horn kan delas upp i
tva disjunkta méngder som var och en utgor en dual hy-
perkub. Givet ett héorn kan man ta produkten av dess
ko-ordinater. Denna blir +1. De med 1 utgoér en, och de
med —1 en annan. Tva horn av samma typ skiljer sig med
jdmnt antal, medan de mellan olika typer med ett udda
antal. Nedan har vi en hyperkub med sin uppdelning av
sina horn i tva halv-tesserakter.

Tag ett horn och dess antipod. De ar uppenbarligen av
samma typ. Mitt emellan dem har vi ett plan vilket in-
nehaller sex andra horn, dessa bildar en oktaheder i R3,
och de atta hornen bildar en dual hyperkub. Alla horn,
utom de antipoda dr pa vinkelavstand /2. Ur detta ser
vi att den duala hyperkuben bildas ur en oktaheder ge-
nom att tva ytterligare punkter och forbinda. (Detta kan
generaliseras till godtyckliga dimensioner och ses enkelt
formellt). Men vi ser &ven genom att betrakta de komple-
mentédra punkterna att en dual hyperkub kan bildas av
tva tetrahedrar i rummet, som sammanbindes. Detta ar
analogt med att en oktaheder kan bildas av tva disjunkta
trianglar vars horn star i ett 1-1 féorbindelse med varandra.

Tva horn sammanbindes om och endast om de inte korre-
sponderar med varandra. Pa s& sitt utgar det fyra kan-
ter fran varje horn. Pa samma sétt tar vi tva disjunkta
tetrahedrar med en 1-1 korrespondens. Vi sammanbinder
pa samma sitt. Ddrmed kommer det ur varje hérn utga
3 + 3 = 6 kanter. Till vinster betraktar vi en hyperokta-
heder med tva antipoda tetrahedrar (med vita respektive
svarta horn). 1-1 korrespondensen utgores av antipoda
punkter.

Denna uppdelning av hyperkuben &r analog med kubens uppdelning i tva disjunk-

ta tetrahedrar.
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Automorfigruppen

Betrakta nu alla ortogonala 4 x 4 matriser med endast heltalselement, dessa bildar
automorfigruppen G(= 0O(4, Z)) till hyperkuben. Vi kommer att koncentrera oss
pé delgruppen SG med determinant ett. Denna har index tva, och har som vi
tidigare berdknat 192 element. Som vi noterade i férra artikeln &r egenvirdena till
en reell ortogonal matris invarianta under invers. Den karaktéristiska ekvationen
blir ddrmed palindromisk och kan skrivas under formen

2=t +sat—tr+1=0

dér ¢ givetvis ar sparet av matrisen. For att berdkna s noterar vi att denna &r
summan av alla produkter av tva egenvarden. Mera exakt har vi identiteten

2 2 2 )
A+ ) =2+ 200 N)
i#j

ur vilket vi sluter att s = 1((Tr(A))? — Tr(A?)) for var matris A.

Vi skall nu forst gora en tabell 6ver alla element i G och lista de korresponderande
karaktaristiska ekvationerna. Vi noterar att ett element A € G beskrives av en
permutation o € Sy samt en f6ljd av fyra tecken (d.v.s. icke-noll elementen i den
permutations matris som hor till ¢ ar av formen +1. En permutation kan skrivas
som en f6ljd av disjunkta cykler, och en cykel med ség tre element kommer att
betecknas i formen (123), for att beskriva tecknen later vi (123)[k] betyda en cykel
med k negativa tecken (for enkelhetens skull om & = 0 utldmnar vi denna). Séledes
matrisen

co o -
ol oo
—
—o oo
oo o

betecknas med ()(123)[1]. Vidare observerar vi att en permutationsmatris har de-
terminanten ett precis om permutationen dr udda. Detta betyder att den har ett
jAmnt antal cykler med jamnt antal element (uppenbarligen har () antalet element
ett, genom att ignorera fixpunkten). Det kan &ven vara praktiskt att notera att
om A #r associerad till (12)[1] finner vi att A% &r associerad till ()[1]()[1]. Vi kan
nu systematiskt skriva ner tabellen och passar samtidigt pa att halla reda péd hur
manga element finns av varje typ.
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| antal | Beteckning | t | (Tr(A%)) | s | karaktaristisk ekvation faktorisering |

1 0000 4 (4) 6 | 2% —42® + 627 — 4z + 1 (z — 1T
6 000[0M1] 0 (4) 2 | 2t —22% +1 (- 1)z +1)°
1 0[JOMOM[I0N[] | -4 (4) 6 | o' +4a° +62° +4a +1 (z+1)!
12 00[(12) 0 (4) 2 [ 2T 227+ 1 (x — 1) (z +1)7
12 00@a2)[1] 2 (0) 2 |zt -2z 4222 — 2241 (z —1)%(22+1)
12 OO M[I(L2)[1] -2 (0) 2 |zt +22® 4222 422+ 1 (z% 4+ 1)(z +1)°
12 00[1](12)[2] 0 (4) 2 | et —22% 41 (z —1)*(x+1)?
3 (12)(34) 0 (4) 2 [ 2T 227+ 1 (x —1)%(z + 1)?
6 (12)[2](34) 0 (4) 2| 2t =227 41 (= 1)2(z + 1)2
12 (12)[1](34)[1] 0 (-4) 2 |zt 4222 +1 (z% 4+ 1)?
3 (12)[2](34)[2] 0 (4) 2 | 2t —222 41 (z —1)*(x+1)?
8 ()(123) 1 (1) 0 [ 2"—25—z+1 @@+ z+1)(z— 1)
24 O[1](123)[1] -1 (1) 0 | a*+2*+ax+1 (z° —z + 1)(z+1)?
24 ((123)[2] 1 (1) 0 |z*—a2%—z+1 (22 4z +1)(z —1)2
8 O[1](123)[3] -1 (1) 0 |z*+a®*+a+1 (z°> —z+ D(z+1)?
24 (1234)[1] 0 (0) 0 [ z¥+1

24 (1234)[3] 0 (0) 0 | z*+1

Genom att inspektera tabellen inser vi att det finns ett mycket begrénsat antal
karaktéristiska ekvationer ndmligen foljande.

| ekvation | antal element | ordning |
(x —1)* 1 1
(z+1)* 1 2
(x+1)*(z —1)2 42 2
(2% +1)? 12 4
(22 +1)(z +1)? 12 4
(22 +1)(z —1)? 12 4
(22 +z+1)(z— 1) 32 3
(@2 —z+1)(z+1)2 32 6
't +1 48 8

Uppenbarligen motsvarar detta inte konjugatklasserna. For att gora en fullstandig
understkning kan det vara d&ndamalsenligt att introducera lite notation. En matris
i G kan representeras i formen eo dar € ar en 6ljd (a,b,c,d) med a,b,c,d = +1
och o dr en permutation, och med villkoret att abed(c) = 1 dér (o) = £1 anger
tecknet (udda eller jamnt) av permutationen o. Uppenbarligen géller att ee’ = €’e
daremot kommuterar de inte med permutationerna. Lat e; (i = 1,...,4) vara var
fixa bas, da géller oe; = e,(;y och ee; = €(i)e;. Ur detta inser vi litt

(o™ (o(D))eqs)

oee; = e(i)oe; = €(i)eq (i) =
Vilket kan uttryckas som
0€ = €,0

dér vi later o operera kontravariant pa ko-ordinaterna till e. Ur detta inser vi att
tva element eo och T kommuterar om och endast om o7 = 70 och en, = e;n ty
eonT = en,oT. Speciellt bekréftar vi ovan att gruppens centrum uppstar for o = 1
och e godtyckligt.

Vi kan &ven konjugera element och finner

(n7)(eo)(T

! 77) = N€rNrer—1 Tor
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Speciellt stannar permutationen i sin konjugatklass.

Antalet element i en konjugatklass ges som bekant av |G|/|Z,| dar a &r ett
godtyckligt element i konjugatklassen och Z, ar delgruppen av alla element som
kommuterar med a. Vi kan nu for var och ett av elementen berdkna Z, och dar-
med &ven |Z,|. Vi kan ta forsta fallet med o = (12). Vi kan latt lista all 7 som
kommuterar med o de gives av

Latnue = (1,1,—1,1) och for var och en av de fyra fallen betraktar vin = (a, b, ¢, d)
och finner nye = (b, a, —c, d). Vi gar nu igenom de fyra olika 7 och finner foljande

permutation | €;n 16sning antal
(12)O)0) (a,b,-c,d) | (a,a,c,d)cd=-1 4
(12)(34) (a,b,c,-d) 0
0000 (a,b-c,d) | (a,a,c,d)ed=1 4
()()(34) (a,b,c,—d) 0

Ur detta inser vi att klassen innehaller 192/8 = 24 element. Tar vi istéllet € =
(1,—1,1,1) finner vi n,e = (b, —a, ¢, d) och erhéller foljande tabell

permutation | €;n 16sning antal
(12)O)0 (-a,b,c,d) | (a,a,c,d)ed=1 4
(12)(34) (-a,b,c,d) | (a,-a,c,d)cd=-1 4
0000 (a,-b,e,d) | (a,a,c,d)ed=1 4
00(34) (a,-b,e,d) | (a,a,c,d)ed=-1 4

Och nu inser vi att klassen innehéller 192/16 = 12 element. Ur detta drar vi
slutsatsen att elementen med permutation av typ (12) splittras i tre klasser, korre-
sponderande mot de olika karaktéaristiska ekvationerna. Det ar nu ldtt att forvissa
sig om foljande tabell av 11 konjugeringsklasser.

| antal | beteckning | karaktaristisk ekvation | spar |
1 (x—1)* 4
6 2] (z—1)2(z+1)2 0
1 [4] (z+ 1) -4
24 [1](12),[1](12)[2] (x —1)%(z +1)? 0
12 (12)[1] (x — 1) (22 +1) 2
12 [2](12)[1] (x+1)2(2%2+1) -2
12 (12)(34),(12)[2](34),(12)[2](34)[2] (z—1)2%(z+1)2 0
12 (12)[1](34)[1] (22 +1)2 0
32 (123),(123)[2] (22 +z+1)(z—1)2 1
32 [1](123)[1],[1](123)[3] (22 —x+D(z+1)2 | -1

[48 ] (1234)[1],(1234)[3] | a?+1] 0]




84 Ulf Persson. Normat 2/2010

Vi noterar att
47 4 (=42 +12x 22 +12 x (=2)2 +32 x 12 + 32 x (—1)? = 192

vilket visar att representationen ar irreducibel.

Geometriska tolkningar

En ortogonal transformation ges av vridningar ldngs tva ortogonala plan. Om en
av vridningarna ar identiteten, kan man se transformationen som en vridning med
det korresponderande planet som fix ’axel’. I vart fall med hyperkuben, kommer
den ortogonala projektionen péa det komplementerande planet avbilda denna pa en
plan figur invariant under rotationen.

Vi skall forst betrakta de plan som som kan vara invariant plan. d.v.s. de korre-
sponderande till egenvérde 1. (Vi skippar det triviala fallet med identiteten, for vil-
ket alla plan &r invarianta). Detta ar 1att att undersdka. Permutationen skrives som
en disjunkt union av cykler och vi haller reda pa antalet negativa varden i varje cy-
kel. Om en cykel innehéller ett udda antal negativa virden, kommer ko-ordinaterna
automatiskt bli noll, medan i fallet ett jAmnt antal negativa vérden far vi ett 1-
dimensionellt bidrag. Tar vi exemplet (12)[2](34) och en egenvektor (a, b, ¢, d) far vi
transformationen (—b, —a, d, ¢) och darmed villkoret a = —b,b = —a,c =d,d =c i
fallet egenvéarde 1 och ddrmed losningen (a, —a, ¢, ¢).

Det &r nu latt att sdtta upp en tabell for egenrummen hérande till egenvéardet
1. (Kolumnen f{6r konjugattyp ér for framtida referens)

egenrum | konjugat |

antal | Beteckning | karaktaristisk ekvation |

1 0000 (z—1)° (a,b,c,d) It
6 000[O1] (z—1)*(z " 1)° (a,b,0,0) A
1 0MJOMOAIOM] (z+1) (0) I~
12 00[1](12) (x—1)*(z+1)? (a,a,b,0) B
12 00 (12)[1] (x—1)%(z*+1) (0,0,a,b) ct
12 O[10[2)[A] (z? + 13 (z+ 1)2 (0) c-
12 00[1](12)[2] (x—1)*(@x+1) (a,-a,b,0) B
3 (12)(34) (x—1)*(z+1)? (a,a,b,b) D
6 (12)[2](34) (z—1)%(z 4 1)? (a,a,b,-b) D
12 (12)[1](34)[1] (z? +1)? (0) E
3 (12)[2](34)[2] (x—1)%(z+1)2 (a,-a,b,-b) D
8 ()(123) (xz +z+1)(z— 1)2 (a,a,a,b) T
24 O[](123)[1] (2 —z +1)(x + 1)? (0) F~
24 ()(123)[2] (2 +x+1)(z—1)? (a,-a,a,b) FT
8 0O[1](123)[3] (22 —z+ 1)(z +1)* (0) F~
24 (1234)[1] ' +1 (0) G
24 (1234)[3] ' +1 (0) G

Vi noterar att det typiska egenrummet har dimension tva och har ett ortogonalt
komplement ldngs vilken automorfismen roterar. Genom att istéllet betrakta egen-
rummet motsvarande egenvirde —1 betraktar vi rotationer samt speglingar i origo
i egenrummet (eller vridningar ett halvt varv). Genom att gora den uppenbara
substititionen z — —x kan vi reducera dessa fall till de redan kénda.
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Vi kan nu gora en tabell 6ver de plan som uppkommer och dess ortogonala kom-
plement.

typ antal komplement
(a,a,b,b) 3 (a,—a,b,—b)
(a,a,b,—b) 6 (a,—a,b,b)
(a,—a,b,—b) 3 (a,a,b,b)
(a,a,a,b) 4 (a,b,—(a+b),0)
(a,—a,a,b) 12 (a,a+b,b,0)
(a,a,b,0) 12 (a,—a,0,b)
(a,—a,b,0) 12 (a,a,0,b)
(a,b,0,0) 6 (0,0,a,b)

Vi upptécker nu att det ar fyra typer av plan.

Den forsta typen (I) (a, a, b, b) spannes av tva ortogonala hérn ((1,1,1,1), (1,1, -1, —1))
eftersom det till varje horn finns 6 ortogonala horn, och varje plan kan spannas péa
atta olika satt ([+v, tw]) finner vi 16 x 6/8 = 12 olika sddana plan.

Den andra typen (II) (a,a,a,b) spdnnes av tva icke ortogonala (men ej anti-
podala) horn, och eftersom varje plan nu kan spinnas pa atta olika sitt finner vi
16 x 8/8 = 16 sddana plan.

Den tredje typen (III) (a,a,b,0) Dessa spannes av vektorer som motsvaras av
medelpunkterna till en kvadratisk sida och en avgrédnsande kant respektive. Vi
finner 24 x 2/2 = 24 saddana plan.

Och slutligen den fjarde typen (IV) (a,b,0,0) Dessa spannes av medelpunkterna
till tva icke antipoda kuber, Siledes 8 x 6/8 = 6 sddana plan.

Om vi istéllet vill betrakta egenvirdet —1 far vi exakt samma plan, ty som vi
redan observerat varje plan med egenvérdet 1 for A blir ett med egenvardet —1 for
—A.

Till varje plan har vi ett ortogonalt plan. I fallet I &r det av samma typ,
ty (a,a,b,b) — (a,—a,b,—b). Samma fenomen intraffar i fallen III och IV via
(a,a,b,0) — (a,—a,0,b) och (a,b,0,0) — (0,0, a,b), medan faller II ger upphov till
ett nytt slags plan (Ila) givet av (a,a,a,b) — (a,b,—(a +b),0).

Varje plan ger en ortogonal projektion pa komplementplanet och vi kan sam-
manstélla en tabell.

projektion projektionsformel
(a7 a, b7 b) = (a7 —a, b7 _b) (:C7 Y, 2, w) = (12;y7 ygz7 z;w7 %)
(CL, a,a, b) e (CL, b7 —(CL + b)7 0) (ZL’, Y, 2, 'LU) = (217(3y+2) ’ 217(3y+2) ’ 217(3y+2) ’ O)
(CL,CL,b,O) = (CL,—CL,O,b) (xvyvsz) = (£5y7%707w)
(a7 b7 07 O) — (07 07 a7 b) (x7 y7 Z7 w) — (07 07 Z? w)

Vi kan &ven vilja lampliga ortonorma baser for mal-planet och erhaller ddrmed
foljande ortogonala projektioner.

plan bas projektionsformel
(a, —a, b, —b) 1(1,-1,1,-1),4(-1,1,1,-1) (z,y, 2, w) — (TLLE=0 y-Tlz-wy
(a,b,=(a+1),0) | <=(1,1,-2,0), 2(1,-1,0,0) (@,y, 2, w) > (FHL2E) 2o0))
(a, —a,0,b) %(1, —1,0,1), %(1, —1,0,-2) (z,y, 2, w) — (f*\%i“ﬁ ’*%2“’)
(0,0,a,b) —5(0,0,1,1), =5(0,0,1, ~1) (,y,2,w) = (F22, 222)
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Dessa ger upphov till féljande projektioner av hyperkuben med rotationssymmetri.

X < O

Vi kan faktorisera z* + 1 éver de reella talen i kvadratiska faktorer. Antingen
genom att faktorisera den i linjira faktorer dver de komplexa talen och kombinera
konjugerade faktorer, eller genom att observera foljande lilla trick. 2% + 1 = (22 +
1)2 — 222 vilket ger via konjugatregeln x% + 1 = (22 + 2z + 1)(2? — 2z +1). Vi
kan nu bestdmma planen till respektive faktor via villkoren

(22 £ V22 +1)

_LO

eller mera explicit (i fallet (—1,1,1,1)(1234))

—c —-b

i\/§2+

a

QO
QU o o

Det ena planet ges saledes av

—c—V2b+a=0
d+v2c+b=0

medan det andra ortogonala planet ges av

—c+vV2b+a=0
d—v2c+b=0

vilket ger basvektorer at det forsta. Vi kan i sjdlva verket skriva ner foéljande orto-
normerade bas

: f -1,0)
3(1,0,1,v2)

17 ﬁ? 17 )

17 07 17 _\/i)

Dar de tva forsta utgor en bas for det forsta planet och de tva sista det ortogonala

planet. Givetvis kan vi se det hela som en 4 x 4 ortogonal matris som &verfor planen
till paret (z,y,0,0), (0,0, z, w).
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Den ortogonala projektionen langs det forsta planet pa det andra ges av

Yy w x z 1 v w 1 z =z

1 1
T,Y,2,W) = (st —F=———F=, sYy+—F=— s SR T, W= =
(@3, 2,w) = (3 02 2 2V o B2 2B 22 2 92 o2

)

utnyttjar vi den ortogonala basen for den senare far vi en enkel projektion

LY

Zl’+
V2 272

(‘T7y7 z7w) = (

|8

Projicerar vi nu hyperkuben far vi féljande vackra projektion med Zg rotationell
symmetri.

Givetvis fas en likadan projektion pa det andra planet, och symmetrin bestar i
att vrida varje plan ett attondels varv. Eller mera precist, eftersom sparet ar noll,
ges avbildningen i basen ovan via

cos(Tf)  —sin(XF) 0 0
sin(Z%)  cos(ZF) 0 0
0 0 cos(F) —sin(%F)
0 0 sin(%f)  cos(%f)

dér m,n ar udda heltal saidana att m +n =8

Den fullstiandiga gruppen
Lat oss nu dven betrakta ortogonala matriser med determinant —1. Dess karakta-
ristiska ekvation har formen

2=t sal+tr—1=0

Vi finner speciellt att dessa utgor involutioner precis ndr s = 0 och t = +2. fallet ¢t =
2 motsvarar reflektioner i ett hyperplan, medan fallet ¢ = —2 motsvarar reflektioner
i en linje.
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Vi kan gora en uppdelning av de olika elementen enligt foljande.

| antal | type | t | S |
1 00000 | 20
4 0000 |20
8 (123)()[1] -110
24 (123)[1]() 110
24 (123)[2]0[1] |-1] 0
8 (123)[3]() 110
6 (1234) 0]0
36 (1234)[2] 0]0
6 (1234)[4] 0]0
12 (12)(34)[1] 0]0
12 (12)[1](34)[2] | 0| O
6 (12)()0) 210
6 (12)[200 | 2|0
6 (12)00[] |-21]0
6 (12)[2100[2] | -2 | O
24 (12)1J00[R] [ 0] 0

Dessa splittras upp pa 9 olika konjugeringsklasser enligt foljande.

| antal | typ | karaktéristisk ekvation |
4 1] (z—-1)3(z+1)
4 3] (. —1)(z+1)3
32 (123)0[1],(123) 2101 @ - +z+1)
32 (123)[1)(),(123)([3]() (22 = 1)(2® —z +1)
48 (1234),(1234)[2],(1234)[4] T —1
24 | (12)B34)[1],(12)2IBD1] 2T 1
12 (12),(12)[2] (z—1)3(x+1)
12 (12)00[2],(12)[2100[2] (z—1)(z+1)°
24 (12)[1}00[1] at—1

Vi kan gora en tabell 6ver egenrummen till egenvardet 1 och dess ortogonala kom-
plement.
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| typ | egenrum | antal | komplement |
00000] (a,b,c,0) | 4 (0,0,0,a)
0000B] | (2000) | 4 (0,a.b.c)
(123)()[1] (a,a,a,0) 4 (a,b,-(a+b),c)
(123)[1]() (0,00,2) | 4 (a,b,c,0)
(123)[2]()[1] (a,-a,a,0) 12 (a,a+b,b,c)
(123)[3]() (0,00,2) | 4 (a,b,c,0)
(1234) (a,a,a,a) 1 (a,b,c,-(a+b+c)
(1234)[2] (a,-a,a,a) 4 (a,a+b+c,b,c)
(1234)[4] (a,-a,a,-a) 3 (a,b,c,a+c-b)
(12)(34)[1] (a,a,0,0) 6 (a,-a,b,c)
(12)[1](34)[2] | (0,0,a,-a) 6 (a,b,c,c)
(12)()() (a,a,b,c) 6 (a,-a,0,0)
(12)[2]00 (a,-a,b,c) 6 (a,a,0,0)
(12)O)0[2] (a,a,0,0) 6 (a,-a,b,c)
(12)[2]()()[2] (a,-a,0,0) 6 (avavbvc)
(12)J00NA] | (0,00,a) | 4 (a,b,c,0)

Vi kan dela upp dessa i typer.
Typ I) bestir av de 8 olika langa diagonalerna som sammanbinder antipoda
horn. Den typiska avbildningen &r (se sid ?)

3x—(y+z4+w) 3y—(z+z+w) 3z—(z+y+w) 3w—(x+y—|—z))
4 ’ 4 ’ 4 ’ 4

(@, y,2,w) = (

och med den ortonorma basen (1,1, -1, —1),

5 (1,-1,1,—-1),3(=1,1,1,—1) far vi
projektionen

1
2

Tag en av diagonalerna till den svarta oktahedern (illustre-
rad i vidstaned figur) som axel, och dess ortogonala plan
(likasa utméarkt i figuren). Avbildningen av typ (1,2,3,4) &r
en spegling i planet f6ljt av en rotation ett kvarts varv runt
axeln.

Typ II) bestar av diagonalerna som sammanbinder antipoda kanters mittpunk-
ter. Av dessa finner vi 16 olika. Den typiska avbildningen ges av

20— (y+2) 2y—(z+2) 22— (z+y)
3 ’ 3 ’ 3

(x,y, z,w) — ( ,w)

och med den ortonorma basen %(1, -1,0,1), %(—1, 0,1,1), \%(O, 1,—-1,1) far vi
projektionen

1
(Iayvsz)’_)_(x_y+w7_x+z+w7y_z+w)

V3
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En avbildning av typ (123)()[1] fas genom att reflektera i
prismats mittplan och rotera ett tredjedels varv langs axeln.

Typ III) bestar av de korta diagonalerna som sammanbinder
antipoda kvadraters mittpunkter. Av dessa finner vi 12 olika
Den typiska avbildningen ges av

1 — —
(2,9, 2,0) = = (52, I 2 w)

V2
1

och med den ortonorma basen %(0, 0,1,1), %(0, 0,1,-1), —2(1, —1,0,0) far vi

projektionen
1 24w z—w

AR

En avbildning av typ (12)(24)[1] fas genom att spegla i mitt-
planet ortogonalt mot axeln och sedan rotera ett kvarts
varv. Men en avbildning av typ (12)()()[2] utgdres av en
spegling i mittpunkten och slutligen
Typ IV) bestar av kanterna som sammanbinder kubernas mittpunkter, av dess
finner vi 4 olika. Den typiska avbildningen ar

(xvyvsz)'_) I_y)

('Ivy? Z7w) = (0’y7 Z7w)
och med den uppenbara ortonorma basen ges projectionen av
(:L.7y7z7w) = (y7 Z7w)

En avbildning av typ ()()()()[3] bestar av spegling i kubens
mittpunkt. En avbildning av typ (123)[1]() bestar i speg-
ling i mittplanet till en rymddiagonal och rotationett sjat-
tedelsvarv. Samt en avbildning av typ (12)[1]()()[1] bestar
i spegling i ett plan genom origo parallellt med ett av si-
doplanen, samt rotation ett fjardedelsvarv.

Uppenbarligen bevarar alla o och € med |e|] = 1 de tva hyperoktahedrarna och
utgor elementen i gruppen Gy av automorfismer som bevarar uppdelningen, och
inducerar en delgrupp av automorfismer pa var och en av halvtesserakterna. Men
den inducerade ar inte den fullstdndiga gruppen, som uppenbarligen ar G, ty halv-
tesserakten varanbdes dual till tesserakten har samma symmetrigrupp.

Reflektioner

Givet en vektor v inducerar den en reflektion R, i hyperplanet ortogonalt mot v.
Det ar Itt att inse att en sadan gives av x +— = — 2<<Uz;)”>> v. En reflektion har givetvis
determinant —1 och har tva egenrum tillhérande 1 och —1 med dimensionerna 3

och 1 respektive. Givet tva reflektioner R,, R,, kommer produkten att vara en




Normat 2/2010 Ulf Persson. 91

avbildning med determinant 1. Det kommer &ven att ha ett egenrum tillhérande
egenvardet 1 nadmligen det ortogonala komplementet till rummet som spédnnes av
v,w och i icke-triviala fall av dimension tvd. P& rummet som spénnes av v, w
kommer det att verka som en rotation med vinkeln 260 dér cosf = %
Speciellt om < v, w >= 0 kommer R, och R, att kommutera.

Genom att inspektera tabellen i foregdende avsnitt finner vi att det endast exi-
sterar tva typer av speglingar som bevarar tesserakten. D.v.s. hyperkuben har en
mycket begrinsat antal symmetri(hyper)plan. Den forsta typen utgores av ortogo-
nalkomplementen till vektorerna av typ (£1,0,0,0). Upp till multiplikation med
—1 (speglingarna R, och R_, ar identisk)finner vi fyra sidana. De motsvaras av de
fyra planen x; = 0 och speglingarna ges helt enkelt av (z,y, z,w) — (—z,y, z,w).
Samtliga dessa speglingar &r ortogonala mot varandra och kommuterar foljaktligen.
De genererar atta olika element av jamnt antal faktorer, vilka utgoér diagonalgrup-
pen av ordning atta. (Elementen som brukat betecknas med €). Vi betecknar dessa
speglingar med e;.

Den andra typen utgores av ortogonalkomplementen till de tolv vektorerna av
typ (£1,£1,0,0). D.v.s. planen givna av z; = =z; for i # j. Det finns tva
typer av siddana vektorer, som vi betecknar med w* och w™ respektive horan-
des till (1,1,0,0) och (1,—1,0,0) respektive. Speglingarna ges av (z,y, z,w) +—
(—y,—x, z,w) i det postiva fallet och (z,y, z,w) — (y,x, z,w) i det negativa. (Des-
sa har tidigare betecknats med (12)[2] och (12) respektive.).

Givet en vektor w = (1, 1,0, 0) har den en naturlig dual w’ = (1, —1,0,0) av mot-
satt tecken, och som ar ortogonal. R,,, R, kommuterar saledes. Vi kan &ven finna
tva andra speglingar ortogonala mot w namligen v = (0,0,1,1) eller (0,0,1,—1)
(notera en positiv och en negativ). Produkterna wu (och ww’) kommer da att utgo-
ra involutioner. Vidare for de aterstaende atta vektorerna u géller att < w,u >=1
(egentligen < w,u >= £1 men vi betraktar bara vektorerna upp till tecken). Ef-
tersom < w,w >=< u,u >= 2 betyder detta att vinkeln § = 7/3 och wu har
ordning 3 med invers uw.

Nér det géller w-vektorer och e-vektorer observerar vi att varje w ar ortogonalt
mot tva vektorer e, samt for de tva aterstaende géller < w,e >= 1 vilket innebar
att we har ordningen fyra.

Vi kan sammanfatta allt i f6ljande tabell (som skall jamforas med tabellen pa
sidan (87)) och i vilken vi beteckningsméissigt identifierar R, med v. Denna tabell
later oss identifiera den delméngd av SG som bestar av produkten av tva speglingar.

| produkt | <k, k> | egenrum | typ | konjugat |
ee’ 0 (a,b,0,0) v A
whe 0 (a,a,b,0) III B
w”e 0 (a,-a,b,0) 111 B
we 1 (a,b,0,0) v ct
ww’ 0 (a,b,0,0) v A
whw™ 0 (a,a,b,b) I D
wrw™ 0 (a,a,b,-b) I D
wow” 0 (a,-a,b,-b) I D
wiwse 1 (a+b,a,b,0) | Ia It
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Notera att den tomma produkten ger identiteten I medan ejesezes = —1 d.v.s.
I~

For att erhalla den totala gruppen som genereras av speglingar bor vi &ven skriva
ner relationerna. Vi finner

ww' = ee’ dir < w,e >=< w',e >=< w, ¢’ >=< w', ¢’ >= 1 samt wew = ¢’
om < w, e >= 1 och ¢ ir den andra speglingen {or vilket det géller. Samt slutligen
att wawpws = wa—p dir A, B betecknar vektorer av typ (1,1,0,0),(1,0,—1,0)

Involutionerna genererar gruppen. De fyra forsta uppenbarligen genererar hela
delgruppen av diagonalelementen e.



