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Inledning - kustlinje

Hur lang dr den engelska kusten? Ser vi pa en karta bestar den av inbuktande
vikar och utstdende uddar. Vi maste ta hansyn till detta nér vi tar var linjal och
méter. Vid ndrmare betraktande visar det sig att vikarnas och uddarnas kustlinjer
i sin tur bestar av mindre vikar och uddar, och vid en storre skala tvingas vi gora
dnnu mera ut- och invikningar och ddrmed méta upp nagot ldngre. En man som
gar lings kusten kommer att f& ta hinsyn till sma ut- och inbuktningar som inte
syns pa nagon karta och stegar han lingden pa kusten kommer han att erhalla ett
dnnu langre virde. Och en myra kommer i sin tur att mota sma strukturer som
mannen inte ser och kan hoppa &ver, och ddrmed fa ga en &nnu langre stricka. Och
sa vidare. Tar det nagonsin slut? I den fysiska virlden kan inte detta fortsétta i det
odndliga, utan atomernas storlek sétter en undre grians. Dock i den matematiska
vérlden forekommer inga sddana restriktioner, ddr kan vi fortsitta i det odndliga.
Léngden pa en matematiskt idealiserad kustlinje kommer saledes att bero pa lin-
jalens storlek. Om linjalens ldngd &ar r och N(r) betecknar antalet steg vi maste
ta, blir lingden pa skalan r helt enkelt N(r)r. Om vi har ett ratt linjestycke, inser
vi att N(r) = L/r dar L &r lingden pa stycket. Forsoker vi méta upp arean av
en kvadrat erhaller vi N(r) = K/r? och dirmed att lingden gar mot o#indlighe-
ten. Ju mindre steg vi tar, desto noggrannare kan vi besoka en kvadrat och desto
langre tid tar det. I bagge fallen for det sig om potens funktioner Kr~¢ dér d ger
dimensionen. Uppenbarligen d = 1 i fallet av ett linjestycke, eller mera allmént
laingden av en rektifierbar kurva, medan i den 2-dimensionella kvadraten d = 2.

Kochs snokurva

Koch’s snékurva, introducerad av och bendmnd efter den svenske matematikern
Helge von Koch (1870-1924) stammar fran 1904. Den bor vara bekant for de flesta,
om inte annat brukar Normats omslag prydas av olika stadier i dess konstruktion.
Vi paminner om denna. Vi startar med en regelbunden sexhorning Ky, sdg med
sidlingd 1 och ddrmed total omkrets 6 for att fixera tanken. I néista steg ersitter
vi varje sida med en zigzag linje enligt figur.
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Dar triangeln &r liksidig med sidldngd en tredjedel av
den ursprungliga strackan. Gor vi denna konstruktion
pa var och en av de sex sidorna far vi en polygon Ky
bestdende av 6 x 4 = 24 kanter, och total omkrets
% x 6 = 8. Fortsdtter vi processen erhéller vi Ko med
24 x4 = 96 kanter och total langd % x 8 och i allménhet
kan vi definera K,, med 6 x 4™ kanter, var och en av
lingd ()" och dérmed total lingd 6 x (3)™. Slutligen
kan vi definiera K = [, (Upnsn Km) som granskurvan
av alla stadierna i konstruktionen.

De olika édndliga polygonerna K, ar helt enkelt det vi stegar ut nér vi gar med steg
av lingd (3)". Sétter vi N(r) = Kr~9 finner vi att K (r/3)~? = N(r/3) = 4N(r) =
4Kr=9. Tar vi logaritmen erhdller vi dlog3 = log4 d.v.s. d = log4/log3 =
1.26186... Detta d kallas for Hausdorff dimensionen for kurvan K vilket i detta fall
ar ett tal strikt mellan 1 och 2. Dimensionen ir sa att sidga fraktal, och dessutom
om vi tittar pa kurvan i forstoringsglas kan vi inte avgora skalan, i motsats till
om vi tittar pa en cirkel. Jo rétare cirkelbagen dr desto storre &r forstoringen. Som
Mandelbrot en smula provokativt papekar, Kochkurvan dr enklare &n cirkeln.

Ett annat sitt att definiera Kochkurvan ar helt enkelt att ta det inre Ug av den
ursprungliga hexagonen, och sedan lagga till till varje sida en liksidig udde som
ovan, och erhélla en oéndlig f6ljd av 6ppna méngder Ug C Uy --- C U, C och
helt enkelt definera U som unionen, och K som den topologiska randen av U. Om
vi later A = \/3/4 vara arean av en liksidig triangel med sidan 1 inser vi litt att
arean av U ar givet av

6A(1+ (1/3)2 +4(1/3)* +42(1/3)6 +...) =
6A(L+1/9(1+ (4/9) + (4/9)2 +...)) =6A(L + 1/5) = (36/5)A

obetydligt storre d&n den ursprungliga hexagonen.

Parametrisering av Kochkurvan

Konstruktionen av Koch kurvan bestar i att vi beskriver (riktade) linjesegment.
Ett sddant dr entydigt bestdmt av att man specifierar dess mittpunkt, dess ldngd,
och den vinkel det riktade segmentet gér med z-axeln. Om vi for enkelhetens skull
begransar oss till en av de sex kanterna i den ursprungliga hexagonen, och kallar
den for 0

Néasta fyra segment numrerar vi enligt schemat till
vanster. Pa detta sdtt kan vi till varje punkt i inter-
vallet [0,1] associera en punkt ©(z) pad Kochkurvan
genom att utveckla ett givet tal i bas 4, den sa kallade
4-adiska expansionen.

Vi observerar dven att om |r — y| < & kommer

47L
|©(x)—O(y)| < 5= vilket illustrerar den likformiga kon-
tinuiteten men om |z — y| > ;= géller [O(z) — O(y)| >
ﬁ vilket illustrerar icke-deriverbarheten, déremot

géller ett Lipschitz villkor med lamplig exponent.
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Vi kan dven skriva ner avbildningen © explicit via féljande rekursiva schema.

tal mittpunkt vinkel langd
0.p P 0 r
0.p0 P+ el [ r/3

0.pl | P+ Le@*/3 | g—m/3 | 1/3
0.p2 | P+ £e0+2m/3)i 1 g —27/3 | 1/3
0.p3 | P+ Zel0tmi 6 /3

Ur vilket vi sluter
O(x) = g + 21C + 222 + .. 25

dar ¢ = e~ % iren primitiv enhetsrot av ordning 6 och

T; = Z 3im01m

S Be=i(6)

med z = 0.py1papsps ... den 4-adiska expansionen och p, = p,(3) samt o, = %
om p,, = 0 och annars «,, = %

Observera att om z ir av formen Z kommer ©(z) motsvaras av ett horn och
omvéant. Vidare att x &ar rationellt omm z; &r rationella for alla ¢ = 0,...5. 1
det senare fallet kommer O(z) vara slutpunkten for logaritmiska spiraler, eller
ekvivalent snittet mellan K och Q(¢).

Lat oss betrakta K,, N K denna kommer att bestd av K,, dir varje segment ar
utbytt mot en Cantorméngd. Unionen | J(K, NK) kommer att utgora en upprikne-
lig union av Cantorméngder och motsvara de 4-adiska tal, vars utvecklingar endast
har ett dndligt antal 1:or och 2:or. En godtycklig linje dragen fran origo kommer
att missa alla dessa Cantorméngder men inte desto mindre skédra K. Néstan alla
linjer kommer att skéra kurvan i ett odndligt antal punkter. Ett intressant problem
ar att forsoka karaktérisera de tal z sa att ©(z) dr synlig fran origo.

Slutligen inser vi fran figuren till vénster att mat-
tet av K ar noll. Ty kurvan &r innesluten i skugg-
ningen av K, vilken har arean 6 x (%)"3%? —

0.

Den sista metoden ger dven ett alternativt sétt att méata langden av kurvan. Vi
kan lata K. vara den 6ppna méngden av alla punkter inom avstandet e fran K.
For en rektifierbar kurva C forvantar vi oss att mattet av C,. kommer att vara av
storleksordning 2eL men for Kochkurvan kommer vi istdllet ha en exponent < 1
pa € (vilken?), och d&ven om méatten gar mot noll, gar det inte lika snabbt som e.



