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Inledning

Detta dr den tredje (och avslutande) delen av en serie om oktahedergruppen och
dess omedelbara generaliseringar. Det borjade med en kort notis om kuben och dess
symmetrier. Symmetrierna till en kub, och mera generellt en godtycklig platonsk
kropp, kan latt beskrivas sdsom rotationer runt naturliga axlar, ndmligen de som
gar genom horn, mitt-punkter till kanter, samt mitt-punkter till sidor. Det kom-
binatoriska datat bestdmmer detta entydigt. I fallet kuben (och automatiskt dess
dual - oktahedern), kan man dven beskriva denna grupp enkelt medelst matriser,
om man placerar ko-ordinater till kubens horn naturligt som (£1,+1,£1), genom
att betrakta alla ortogonala matriser med heltals koefficienter. Vi inser da att dessa
endast kan utgoras av 0,11 och att varje rad och kolonn innehaller ett och endats
ett element skilt ifrdn noll. Att beskriva en matris ar helt enkelt liktydigt med att
ge i ratt ordning tre 6msesidigt ortogonala hérn i en oktaheder. Detta kan goras pa
6 x 4 x 2 = 48 olika sédtt. D& rdknar man med godtyckliga orienteringar av basen,
haller man sig de till positiva, d.v.s. de matriser med determinant 1, far man okta-
hedergruppen av vridningar med 24 element. De olika vridningarna kommer da att
motsvaras av olika karaktéristiska ekvationer av vilka det finns ett hogst begrén-
sat antal. Oktahedergruppen &r en losbargrupp och kan l4tt 16sas upp i cykliska
faktorer.

Detta generaliseras 1att till 4-dimensioner. Hyperkuben har vi alla stott pa, och
den har blivit s& populér i vissa science-fiction kretsar att den fatt sitt eget namn -
tesserakten. Dess dual har jag latit kalla halv-tesserakten, speciellt som en hérnen
i en hyperkub kan splittras upp pa ett unikt sétt i tva halv-tesserakter. Man kan
nu beskriva matrisgruppen i termer av teckenvariationer och permutationer av fyra
element. Det hela blir ndgot mera komplicerat, men det kan latt goras for hand
och jag presenterar tabeller 6ver konjugatklasser. Antalet element i den fullstandiga
gruppen berdknas latt pa samma sédtt genom att finna fyra 6msesidigt ortogonala
element i den duala hyperkuben. ndmligen atta ganger sa manga som i tre dimen-
sioner, d.v.s. 384. Denna grupp betecknar jag med G i min artikelserie. Att beskriva
dessa element geometriskt &r lite mera komplicerat &n i tre dimensioner. En typisk
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ortogonal transformation i fyra dimensioner ar givet av tva ortogonala plan, och
vridningar i bagge. Ett nytt fenomen upptrader i 4-dimensioner, ndmligen icke-
triviala element som har ett odndligt antal invarianta plan. Del tva av artikelserien
bestod i att bestdmma dessa matriselement geometriskt, samt visa projektionsbil-
der av tesserakten. Om en tesserakt avbildas pa ett invariant plan, kommer bilden
att uppvisa rotationssymmetri.

Allt detta ar mer eller mindre ’straight-forward’ Dock i mina undersékningar
av olika symmetriplan kom jag osokt att skriva ner en ny typ av ortogonal matris,
vars element dr av formen (i%,i%,i%,i%). Dessa genererar en stérre mangd
av symmetriska element pa den 4-dimensionella sfiren S® nimligen unionen av
en tesserakt och dess dual. Dessa punkter kan sammanbindas och bilda en ny
reguljir polytop i R* vilken jag inte kinde till innan. Mycket riktigt detta &ar 24-
cellen, eller Oktaplexen som bestar av 24 hérn och 24 oktahedrar. I sjélva verket en
sjalvdual reguljar polytop som inte har nagon motsvarighet i andra dimensioner.
Fallet med hogre-dimensionella platonska kroppar var det problem som fascinerade
mig som ung ton-aring och som givetvis stod langt 6ver min féormaga att undersoka.
Jag fick sedan ldra mig att denna generalisering dr ndgot av en atervindsgrand.
Medan klassificeringen av &ndliga delgrupper till de ortogonala matriserna blir
mer och mer involverad ju hogre dimensionen ar (det ar i sjélva verket elementért
att visa att varje dndlig grupp uppkommer odndligt antal gdnger) trivialiseras de
platonska kropparna. Tetrahedern, kuben och dess dual oktahedern generaliseras
direkt i alla dimensioner. Men ingenting annat. I dimension fem eller hogre ar det
enda som finns. Déremot i dimension fyra finns tre andra regelbundna polytoper,
varav oktaplexen ar den mest elementéra. Dessa upptéicktes pa 1800-talet av den
schweiziske skolldraren Schléfli, och dessa och dess generaliseringar har utgjort
den kombinatoriske geometrikern Coxeters livsverk. Hans 'Regular Polytops’ &r ett
standardverk. Jag har dock inte konsulterat detta verk i utarbetandet av denna
artikel. Det &r alltid roligare att upptécka sjélv.

Planen for artikeln &r mycket enkel. Forst introduceras Oktaplexen kombinati-
oriskt pa tva olika sétt, illustrerat av ett antal bilder. Sedan beskrivs gruppen H
av symmetrier av denna. G har index tre i H men ar inte normal. Detta har att
gora med att Oktaplexen bestar av tre halv-tesserakter, medan tesserakten bara
bestar av tva. Oktaplexen kan saledes delas upp éven i tre tesserakter, som snittar
varandra i halv-tesserakter. Att beskriva konjugatklasserna till elementen i H ar
lite mera komplicerat &n i fallet G. For &ndamaélet har jag da skrivet ett C-program,
utvecklat rutiner fér matrismultiplikation och kodningar av S; med talen 0...23
och sedan helt enkelt latit programmet tugga och bestdmma konjugatklasserna
med tillhérande karaktéristiska ekvationer. Dessa har jag presenterat i fyra tabel-
ler. Man kan se setta som empiriskt radata. Hur skall man forklara det? Sedan
beskriver jag de olika elementen i gruppen geometriskt. Invarianta plan dyker upp,
och projektioner till dessa plan ger vackra figurer, speciellt i fallet med elementet
med ordning tolv, som ger en slaende figur med Z;, symmetri. Podngen &r att
dessa projektioner inte skulle ha uppdagats om man inte gjort lite linjér algebra
(och faktorisering av 4-grads polynom i reella 2-grads polynom).

Nu ar 4 dimensioner speciellt ty dessa utgor ramen for de Hamiltonska kvater-
nionerna H. Halv-tesserakten utgor via den naturliga inbaddningen +1, 4+, +75, +k
en grupp, liksom faktiskt dven oktaplexen sjialv (dock ej tesserakten). Via den na-
turliga linjara avbildningen x — axb kan vi beskriva manga symmetrier, och alla
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kommer det att visa sig, och det empiriska materialet far sin forklaring. Om ¢ ¢ R
kommer R][q] vara isomorft med de komplexa talen C och ge komplexa struktu-
rer pa H bade till vinster och till hoger. De komplexa egenrummen kommer att
motsvara de invarianta planen, och komplexa multiplikationer vridningar.

Jag avslutar med att diskutera metriska egenskaper hos dessa tre polytoper,
vilket kommer att involvera lite sfarisk geometri.

Oktaplexen

Betrakta ortogonala baser for de tva ortogonala planen (a,a,b,b), (a, —a, b, —b)? |
en sadan ges av

-1 1 1 -1

Den avbildar de atta jamna elementen (+1,+1,4+1,4+1) (d.v.s. produkten av al-
la ko-ordinater &r 1, eller ett jamnt antal minustecken) till de atta elementen
(+2,0,0,0), (0,4£2,0,0)...,(0,0,0,£2) som dven de utgor en halv-tesserakt. Me-
dan dessa avbildas pa de udda elementen, som i sin tur avbildas pa de jamna. Om
vi nu tar unionen av alla dessa 24 punkter pa sfaren med radien 2 erhaller vi en
mycket symmetrisk konfiguration, bestaende av tre disjunkta halv-tesserakter, vars
hoérn vi kan fiarga svarta, graa och vita respektive. Vi kan dven betrakta det som
en union av tre tesserakter, genom att betrakta de tesserakter som uppkommer
ndr man tar unionen av tva halv-tesserakter. Dessa tesserakter kommer inte vara
disjunkta utan éverlappar i de tre halv-tesserakterna. Ett (gratt) element (2,0, 0, 0)
befinner sig pa avstand /3 fran de atta punkterna (1,+1,+1,+1) (som givetvis
bildar en 3-dimensionell kub och splittras upp i tva tetrahedrar en vit och en svart)
och avstand 27 /3 fran de atta punkterna (—1,£1, 41, +1) (som givetvis &ven utgor
en kub och en union av en svart och vit tetraheder) medan avstanden till de sex
(grda) punkterna (0,42,0,0)...(0,0,0,+2) ar w/2. Samma sak géller f6r hornen
till hyperkuben, ty varje sadant horn ar ortogonalt till sex andra hérn, medan de
atta andra (icke-antipodala) hornen splittras upp i tva grupper av fyra med av-
standen 7/3 och 27/3. Till dessa bégge grupper ldgger vi fyra respektive av de
nya hornen. (Till hornet (1,1,1,1) lagger vi (2,0,0,0),(0,2,0,0)...(0,0,0,2) och
(-2,0,0,0),(0,—2,0,0)...(0,0,0,—2) respektive). Till varje horn korresponderar

ODessa uppkommer naturligt for vissa symmetrier av tesserakten, se féregaende artikel i Nor-
mat 2010:2 (58) s. 84
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fem olika skikt, var och ett givet av snittet med fem parallella hyperplan. Vi kan
sammanfatta det hela i féljande diagram som bor vara mer eller mindre sjalvforkla-
rande (tredje kolumnen ges av det sfiariska avstandet fran den givna hérnpunkten,
med det euklidiska (sfdren normaliserad till radie 2) inom parantes).

(1)B (0) | x+y+zt+w=4
kub=tetraheder+tetraheder | 4W 4G /3 (2) | x+ytz+w=2
oktaheder 6B /2 (2v2) | x+y+z+w=0
kub=tetraheder+tetraheder | 4W 4G | 27/3 (2V/3) | x+y+ztw=-2

(1)B 7 (4) | x+y+z+w=-+4

Tabell 1.

Notera att ekvationerna ovan for nivderna hédnvisar till punkten (1,1,1,1), des-
sa ekvationer modifieras pa ett uppenbart sidtt féor andra punkter. Speciellt for
punkten (2,0,0,0) erhaller vi ekvationerna 2z = 0,+2, £4. Med en siddan punkt
som utgangspunkt blir det speciellt enkelt att visualisera uppdelningen, eftersom
konfigurationen uppkommer genom att sammanstélla hyperkuben med sin dual.
En sadan punkt och dess antipod ar uppenbarligen relaterade till en kub-sida och
dessa antipodiska kub i den ursprungliga hyperkuben. Dessa kommer att korre-
spondera till nivierna +2, de sex ytterligare punkterna pa niva 0 korresponderar
till de sex sidorna av en vanlig kub, ty s& ar de resterande sex kub-sidorna till en
tesserakt arrangerade, de utgor ju dven dualen av en kub, ndmligen en oktaheder.
Vi noterar att det foreligger en naturlig bijektion mellan nivierna +2 vilken gar
fran vitt till gratt och fran gratt till vitt.

Vi har nu en konfiguration av 24 punkter pa sfiren, och tva punkter sammanbin-
des med en kant omm avstandet &r (det minimala) 7/3 pa sféren. Vi kan referera
till sddana punkter sdsom varande nérliggande (eller grannhérn). Pa detta sitt
uppkommer 24 x 8/2 = 96 kanter. Notera att varje kant sammanbinder tva olika
farger, och befinner sig sdledes i en unik deltesserakt. Var och en av dessa har 32
kanter, och tillsammans far vi da mycket riktigt 3 x 32 = 96 kanter.

For att berdkna antalet liksidiga trianglar genom ett horn, noterar vi forst att
en triangel maste ha horn bestaende av tre olika farger, eftersom ingen kant kan
sammanbinda tva horn av samma farg. Betrakta nu kuben i det ndrmaste skiktet
till vart givna horn. Varje horn i en kub befinner sig pa minimalt avstand fran
tre horn i kuben. Dessa hérn har samma farg, men motsatt det givna. Detta be-
tyder att vi kan genom varje horn forma 4 x 3 = 12 trianglar. (Ingen av dessa
trianglar kan aterfinnas i en deltesserakt.) Vi ser sdledes att dessa tolv trianglar
motsvarar de tolv kanterna pa kuben av nérliggande punkter. Totalt finns det s&-
ledes 24 x 12/3 = 96 sddana triangelsidor. Tre kanter i en kub kan aldrig forma
en liksidig triangel. Av detta sluter vi att fyra punkter kan aldrig vara sinsemel-
lan nérliggande, och ddrmed kan inte fyra triangelsidor begrédnsa en tetraheder.
Déremot inser vi att de liksidiga trianglarna bildar oktahedrar. For att bestdmma
de oktahedrar som gar genom en given punkt noterar vi att var och en av dem
bestdmmer en antipod punkt till den givna. Eftersom (euklidiska) kantlangderna
ar 2 skall avstandet till antipoden vara 2v/2, vilket betyder att dessa maste be-
finna sig pa den ’mittoktaheder’ som befinner sig pa ’'mittsnittet’. Omvéant givet
en punkt pa denna 'mittoktaheder’ bestdmmer denna en unik oktaheder. Som ett
exempel tag den (svarta) hornpunkten (1,1,1,1) och en punkt (—1,—1,1,1) pa
ritt avstand 2v/2. Vi finner da tva (vita) punkter (1,—1,1,1),(1,~1,1,1) och tva
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(graa) punkter (0,0,2,0),(0,0,0,2) som &r néirliggande till de bagge. Notera att
dessa fyra punkter bildar en kvadrat, med punkter av samma fiarg diagonalt belag-
na mittemot varandra. Denna kvadrat &r uppenbarligen en kvadrat pa kuben av
nérliggande punkter. Saledes har vi en naturlig korrespondens mellan kubens sex
sidor och punkter pa 'mittoktahedern’. Notera dven att kubens sidor &r i ett till ett
korrespondens med valet av tva vita punkter.

Vi har saledes demonstrerat att genom varje punkt kan vi finna 6 oktahedrar.
Det totala antalet oktahedrar utgores siledes av 24 x 6/6 = 24. Detta kan dven
ses genom att vi observerar att i en oktaheder aterfinner vi tre kvadrater, var och
en av dem korresponderande mot de tre par av antipoda punkter. Var och en av
dessa kvadrater tillhor en deltesserakt, och varje deltesserakt innehaller precis en
kvadrat fran oktahedern. P& sa séatt far vi en naturlig 1-1 korrespondens mellan de
24 kvadraterna till en deltesserakt och de 24 oktahedrarna som utgér den uppkomna
polytopens 3-dimensionella sidor. Omvént kan vi beskriva alla oktahedrar genom
att vilja par av ortogonala svarta punkter. Detta kan goras pa 8 x 6/2 = 24
olika sétt, var och en av punkterna har en kub associerad. Dessa tva kuber snittar
varandra i en kvadrat, som ar det sokta komplementet.

Vi har nu beskrivit en regelbunden polytop i fyra dimensioner som dessutom
ar sjilv-dual och som inte har nagon motsvarighet i tre dimensioner, ej heller i
nagon annan dimension skild ifran fyra. Den har ett antal olika namn sdsom 24-
cell (ikositetrakoron) refererande till de 24 oktahedrarna (tesserakten &r séledes en
8-cell medan halv-tesserakten utgor en 16-cell), eller oktaplex. Vi kommer néstan
uteslutande anvianda den sista beteckningen.

Tva projektioner av denna ses nedan, med hornen i de tre olika halv-tesserakterna
utméarkta i vitt, gratt och svart.
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Genom att vélja en svart punkt som referens, kan vi visa dels kuben av nérliggande
punkter, samt 'mittoktahedern’ av svarta punkter. Notera att inga kanter forbinder
dessa. Genom att vélja var svarta punkt och en godtycklig annan svart punkt i
oktahedern, bestdms en sida pa kuben, och ddrmed en oktaheder.
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Alternativ kombinatorisk beskrivning av Oktaplexen

Vi kan betrakta de 24 punkterna av typ (+1,+1,0,0) (d.v.s punkter (a, b, ¢, d) med
a,b,c,d = 0,41 samt |(a,b,c,d)|* = 2))

Notera att man far en Oktaplex fran tesserakten genom att betrakta medelpunk-
terna till de 24 kvadraterna. Denna korrespondens har vi redan tidigare framhavt
genom ett rent kombinatoriskt resonemang.

Dessa 24 punkter uppdelas naturligt i tre delméngder med 8 punkter i var-
je. Namligen varje punkt definierar naturligt en partition av ko-ordinaterna i tva
disjunkta tva-punktsméngder. Séledes om a, b betecknar +1 i de tre delméngderna

(07 07 a” b) (a7 b7 07 0)
(0,a,0,b) | (a,0,b,0)
(a7 07 0’ b) (0’ a? b7 O)

Dessa delméngder utgor givetvis hornen till de tre halv-tesserakterna. Ur tabellen
ovan ser vi direkt att de delas upp i tva lika stora delméngder vars element ar
ortogonala mot varandra. Var och en av dessa méngder utgor kvadrater.

Givet tva horn fran olika delméngder har de precis en icke-noll ko-ordinat ge-
mensam. Detta betyder att deras skalarprodukt &r 4+1. Varje element i en mangd
delar ddrmed upp elementen i en disjunkt méngd i en partition av tva 4-punkts
méngder. Dessa utgor 4-simplex. Denna uppdelning kan goras pa 2 x 8/2 = 8 olika
sitt, ty ett horn och dess antipod ger upphov till ssmma partition. Detta motsvaras
av att vilja tva antipoda 4-simplex i halv-tesserakten, som &r en 16-cell.

Speciellt noterar vi att ett hérn inte sammanbindes med nagot horn i den egna
halv-tesserakten, men ddremot med fyra ur varje av de tva 6vriga, d.v.s sammanlagt
atta kanter utgar fran varje horn.
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Légger vi thop hornen till en kant far vi ett uttryck av formen (0, a, b, 2¢). Det
finns uppenbarligen 4 x 3 x 2% = 96 sddana uttryck. Givet en kant (0, a, b, 2c) kan
vi latt lasa ut de tva hérnpunketrna (0, a, 0, ¢) och (0,0,b, ¢).

Givet ett horn (a,b,0,0) kan vi sdledes associera de atta grannhérnen

(a,0,¢,0),(a,0,0,c),(0,b,¢,0),(0,b,0,c)

vilka bildar en kub.
En triangel, dr antingen av typ (2a, 2b, 2¢, 0) fran vilken vi kan aterskapa hérnen

(a,b,0,0), (a,0,c,0),(0,b,¢,0)
eller av typ (a, b, ¢, 3d) som ger upphov till de tre hornen
(a’ 0’ 0’ d)7 (O’ b’ 0’ d)7 (0’ O’ C7 d)

Notera att en triangel uppenbarligen har ett horn fran vardera halv-tesserakten, ty
hoérn fran samma halv-tesserakt kan inte féorbindas med en kant.

Av den forsta typen trianglar finns det uppenbarligen 4 x 23 = 32 stycken, medan
av den andra typen har vi ett antal av 4 x 2* = 64. Totalt finns det siledes 96
trianglar.

Given en triangel har vi tva val for dess dual, ndmligen

(2a,2b,2¢,0) (a,b,c,+3)
(a,b,c,3d) (2a,2b,2¢,0), (—a, —b, —c, 3d)

En triangel och dess dual bestdmmer en entydig oktaheder. Varje triangel ar saledes
gemensam for tva oktahedrar. Antalet oktahedrar gives av 96 x 2/8 = 24. Dérav
namnet 24-cell.

Adderar vi tva duala trianglar far vi en kodning for oktahedern. Den ges uppen-
barligen av antingen (3a, 3b, 3¢, 3d) eller (6a,0,0,0)... av vilka det uppenbarligen
finns 24 stycken. 16 av den forsta typen och 8 av den andra. Upp till skalning ger
detta ko-ordinaterna for var forsta representation av oktaplexen.

Ur en kodning for en tetraheder kan vi aterskapa dess horn. Givet en kodning
(3a,3b, 3¢, 3d) betraktar vi alla sex kombinationerna (a,b,0,0)...(0,0,¢,d). Och
givet (0,0,0,6d) betraktar vi (+a,0,0,d), (0,+d,0,d), (0,0, £¢, d)

Ur detta ser vi dven att ett horn (a,b,0,0) tillhor 6 oktahedrar, Namligen de
fyra (3a, 3b, £3,+3) och de tva (6a,0,0,0), (0.6b,0,0).

Givet ett horn (a, b, 0,0) finner vi 12 trianglar associerade till detta horn, ndmli-
gen 4 av typ (2a,2b, 2¢,0), (2a,2b,0,2d) ... och 8 av typ (3a,b,c,d), (a,3b,c,d)....

De 24 oktahedrarna spaltas upp i tre olika typer (mostvarande de tre olika
typerna av horn), beroende pa om produkten av dess ko-ordinater &r noll, positivt
eller negativt. I varje horn mots da alltid tva oktahedrar av samma farg, som dock
endast har denna punkt gemensam. Varje oktaheder moter atta andra oktahedrar
via sina atta sidor, och varje kant ligger i tre olika oktahedrar med var sin farg. Allt
detta ar givetvis ingenting annat &n explicita uttryck for oktaplexens sjalv-dualitet.
Slutligen mots sex oktahedrar i varje horn.
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Oktaplexens dualitet

Vi har presenterat tva kombinatoriska beskrivningar av Oktaplexen. De bégge é&r i
en viss mening duala. Vi noterar att vi kan skriva upp 24 hyperplan, som naturligt
splittras upp i tva typer. En typ bestar av de atta hyperplanen +x; = 1 den andra
typen av de sexton hyperplanen +x1 + x5 +x3+ x4 = 2. Var och ett av dessa hyper-
plan skér oktaplexen i en oktaheder. Vi erhaller saledes ett nytt sitt att beskriva de
24-cellerna som utgér en oktaplex. Vi kan betrakta dessa hyperplan som punkter i
det duala rummet. Det kan d& vara ldmpligt att skriva om de forsta ekvationerna
som +2x; = 2. I dual notation finner vi exakt den férsta kombinatoriska beskriv-
ningen. Vi inser om tva hyperplans punkter dr férbundna med en kant, kommer
snittet av de motsvarande hyperplanen att utgora en triangel pa oktaplexen. Och
en triangel i dualrummet kommer att snitta ut en linje. Slutligen genom en punkt
finner vi en hel oktaheder av hyperplan. For att vara specifik. Punkten (1,1,0,0)
ligger i sex hyperplan, ndmligen de tva hyperplanen z1 = 1,22 = 1 samt de fyra
hyperplanen (z1 + 22 + 23 £ x4). Dessa sex punkter utgor en oktaheder i dualen.

Dualiteten framkommer dven nér vi betraktar kodningen av oktahedrar i den
forra som antingen ar av typ (a, b, ¢, d) eller (2a, 0,0, 0) (ddr vi har dividerat med tre
och a, b, ¢, d refererar till +1). Fran den alternativa kombinatoriska beskrivningen
aterfar vi den ursprungliga.

Unionen av Oktaplexen och dess dual kommer att utgéra en symmetrisk konfi-
guration av 48 punkter pa en sfar. (Det ar d& naturligt att normalisera punkterna
(a,b,0,0) till (a b,0,0)). Denna konfiguration &r dock inte associerad till na-
gon polytop. Oktaplexen och dess dual kommer att avbildas pa varandra genom
avbildningen

1 1 0 0
1 —

p_ L1 -10 0

210 0 1 1

0 1 -1

som vi kommer att ha anledning att aterkomma till.

Speciella projektioner av Oktaplexen

Projektionerna ovan &r generella, och dessutom nagot férvanskade av perspektivet.
Resultatet &r nagot forvirrande eftersom vi saknar instinktiv féormaga att fore-
stalla oss nagot i den 4-dimensionella rymden. Nedan presenterar vi projektioner-
na av Oktaplexen in i det 3-dimensionella rummet via de naturliga riktningarna
(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0) och (1,0,0,0) respektive. Ortogonala projektioner
(upp till skalning) ges t.ex. av respektive

ortogonal bas avbildning

(1717_17_1) (1 _1’_171)7(17_1717_1) (1E+?J—Z—wvw—y—2+w7$—y+2_w)
(1,-1,0,1),(1,0,-1,-1),(0,1,-1,1) Bz — 3y + w,3z — 3z — w,3y — 3z +w)
(1,71,1,1),(1 1,1,1),( ,0,1,-1) 2z —2y+z4+w,2c—2y—2z—w,z— w)
(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) (y,2,w)
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Betraktar vi den forsta projektionen ser vi endast 18 horn. Detta beror pa att de
sex paren (1,1,0,0) — (0,0, —1,—1) avbildas p& samma punkt. I bilden nedan har
vi ringat in dessa sex punkter.

Vi har dven markerat tva antipoda svarta punkter med vita prickar samt markerat
de kanter som tillhor den néarliggande kuben till den ena. Vi ser att projektionen
plattar till kuben till ett plan. (Det &r helt enkelt en projektion av en kub lings
en kort diagonal.) Den andra kuben ses lidtt. De sex omringade punkterna utgor
en av de 24 oktahedrarna. Man kan dven med en viss anstriangning urskilja andra
tetrahedrar. Kuben visar bara tva sidor. Fyra sidor har identifierats tva och tva,
medan de tva o6vriga sidorna har kollapsat till linjer. De inringade punktparen
motsvaras av tva oktahedrar till varje icke kollapsad sida, vilka har identifierats
under projektionen. De tva aterstaende svarta punkter dr associerade till de tva
langa linjerna, och de motsvarande tetrahedrarna har kollapsat till kvadrater.

Den andra projektionen identifierar inga hérn. Vi har har mérkt ut tva antipoda
punkter, samt pa den vinstra bilden markerat kuben av néarliggande punkter till
den ena, och pé den hogra ett antal olika tetrahedrar som utgar fran var markerade
punkt
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En tredje projektion indentifierar hérnet (1,1,0,0) med sin antipod, (—1,—1,0,0)
samt atta andra par av punkter av typ (1,0, 1,0) identifierat med (0, —1,1,0) (d.v.s.
i allménhet (1,0, a,b) med (0,—1.a,b) och (0,1,a,b) med (—1,0,a,b)) vilka vi méar-
ker ut. Saledes ser vi bara 15 horn. Liksom i fallet ovan visar vi pd den vénstra
bilden en kub, och pé den hogra en oktaheder. Notera att kuben har kollapsat till
en kvadrat, och det &r ldtt att se sex andra kollapsade kuber vars kvadrater formar
en kub.

Slutligen den sista projektionen identifierar sex par av horn ((1, a, b, ¢) identifieras
med (—1,a,b,c)), vilka dr utmérkta. Vidare visar vinstra bilden en kub och den
hogra en oktaheder.

\ )
r%‘/é(‘.\é

Vi kommer senare att betrakta speciella projektioner till plan, vilka uppkommer i
samband med symmetrier till Oktaplexen. De senare kommer vi att studera syste-
matiskt i nésta kapitel.
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Oktaplexens symmetrigrupp

Vi har dven funnit dess symmetrigrupp H av transformationer. Den genereras av
delgruppen G och elementen 1, A, A? vilket ger en grupp bestaende av element av
typen ea A* (k = 0,1,2) inalles 3 x 384 = 1152 element. Gruppen G #r diremot
inte normal i H. Elementet A normaliserar endast delgruppen Gy. I sjilva verket
permuterar gruppen H de tre disjunkta halvtesserakterna. Stabilisatorn till vara en
av dessa dr uppenbarligen en delgrupp av index tre i H isomorf med G (som givetvis
ar den fulla automorfismgruppen av halvtesserakten.) Dessa tre stabilsatorgrupper
ar konjugerade till varandra, och deras snitt utgér gruppen Go som séledes ar
normal.

Vi kan skriva ner féljande tabeller. Den forsta tabellen ger AcA? = eo 4

o oA €
O@O)@)3) [ O@L)E2)3) | 1111
(O12)3) | (0)(1)(23) | 1111
(021)(3) (0)(123) 1111
(0321) (0)(13)(2) |1-1-11
0A2)(3) | (0)A2)(3) | 1111
(012)(3) (0)(132) 1111
(02)(1)(3) | ()3)(2) | 1111
(032)(1) (0)(123) [1-1-11
(0)(132) (0)(132) [1-11-1
(0132) (0)(12)(3) |1-11-1
(02)(13) O)1)@2)3) | 1-11-1
(0312) (0)(1)(23) |1-1-11
(0)(1)(23) | (0)(1)(23) |11-1-1
(01)(23) O)(1)(2)(3) | 11-1-1
(0231) (0)(12)(3) |11-1-1
(031)(2) (0)(132) |1-1-11
(0)(123) (0)(123) [11-1-1
(0123) (0)(13)(2) |11-1-1
(023)(1) (0)(132) [11-1-1
(03)(1)(2) | (0)(A2)(3) |1-1-11
(0)(13)(2) | (0)A3)(2) |1-11-1
(013)(2) (0)(123) |1-11-1
(0213) (0)(1)(23) | 1-11-1
(03)(12) O@OER)B) [1-1-11

och den andra ger AeA? = gey for |e] =1
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€ o €A
T 111 0)D)2)3) ]| -1-1-1-1
11-1-1 | (01)(23) | 11-1-1
1-11-1 | (02)(13) | 1-11-1
111-1 | (03)(12) | 1-1-11
1-1-11 | (03)(12) | -111-1
1111 | (02)(13) | -11-11
1111 | (01)(23) | -1-111
1111 | (0)1)@)@3)| 1111

medan den tredje ger AcA = eqo dar |e] = —1
€ o €A
T1-1-1| (03)(12) | 1111
11-1-1| (02)(13) |-1-1-11
1-11-1| (01)(23) |-1-1-11
111-1 | O@E©2)3) | 111-1
-1-1-11((0)(1)(2)(3) |-1-1-11
1111 | (o023 | 1111
1-111 | (02)(13) | 111-1
1111 | (03)(12) |-1-1-11

Kanske inte sa upplysande men det ger den fullstdndiga informationen hur man
skall multiplicera element av typen ec A¥ (k= 0,1,2)

Vi observerar att om € = (1,1, 1, —1) finner vi att Ae = €42, och de sex elementen
1,4, A% €, €A, eA? utgor en delgrupp isomorf med den symmetriska gruppen pa tre
element. Vidare dr denna grupp disjunkt fran GGy samt normaliserar denna. Vi kan
saledes presentera H som den halvdirekta produkten av Gy med Ss.

Vi kan #ven notera att elementen av typen ec A* (k = 1,2) utgores av ortogonala,
matriser av typen %M vars rader ar av typen £1,4+1, £1,+1. Sddana matriser ges
av ett val av fyra sinsemellan ortogonala hérn i en hyperkub. Dessa kan beskrivas
enkelt. Tag ett godtyckligt horn, detta bestimmer en oktaheder i rummet av or-
togonala vektorer. Véilj sedan bland dessa tre ortogonala riktningar. Vi inser att
detta kan goras pa 16 x 6 x 4 x 2 = 384 olika satt. Det totala antalet dr saledes
dubbelt av den fullstdndiga gruppen G, vilket var vintat.

Ett exempel pa sadana ar avbildningar som ges av reflektioner i de atta hy-
perplanen X; + X5 + X3 + X, = 0. En sadan reflektion lamnar en halv-tesserakt
invariant, men permuterar de tva 6vriga.

Vi noterar att varje element X € H &r av andlig ordning. Det betyder att X
satisfierar en ekvation av typen X™ —1 = 0. Vi definerar induktivt de cyklotomiska
polynomen &, (z) vis 2" — 1 = [, ®x(). Det visar sig att ver de rationella
talen dr de cyklotomiska polynomen irreducibla. Om den karaktéristiska ekvation
for X dessutom har heltals virden, maste ekvationen utgoras av en produkt av
cyklotomiska polynonom. Man kan latt gora en lista av alla cyklotomiska polynom
av grad hogst fyra.
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®,,(z) | cyklotomiskt polynom
1 z—1
2 z+1
3 2 +z+1
4
5
6
8

22 +1
a2+l
2 —z+1

zt+1

10 -t a2 -z +1
12 zt—2? +1

Speciellt for varje 4 x 4 matris X som tillhor en dndlig grupp av matriser och vars
karaktéaristiska ekvation har heltals koefficienter, géller att denna &r en produkt
av polynomen ovan. Detta ger totalt 24 olika mdjligheter, varav 5 olika mojlig-
heter som motsvarar determinant —1. Av dessa kan vi utan vidare forkasta tva
mojligheter ®5(x), 19 som motsvarar element med ordning fem eller tio.

Vi kan latt via en dator gora en lista av all de olika karaktaristiska ekvationerna
som uppkommer.

antal ekvation cyklotomisk faktorisering | typ
1 XT—4X3+6X%2—4X +1 O(z)t [ 1
1 X4 +4X3 +6X2+4X +1 Oy(x)* | 1T
90 X4 -2X2 41 Oy (2)2®o(z)? | 1II
12 X4 4+2X2 41 Qy(z)? | IV
36 X442X3 +2X2 42X +1 Oy (2)?0y(z) | V
36 X4 —2X34+2X2 -2X +1 1 (2)2Py(x) | VI
64 X4 X34+ X +1 By (z)2®g(z) | VII
64 X+ - X3-X+1 @ (2)2®3(z) | VIII
144 X441 dg(z) | IX
16 X4 4+2X3+3X2+2X +1 O3(7)? | X
16 Xt —2X3+3X2-2X +1 Pg(x)? | XI
96 Xt —-X2+1 ip(z) | XII
24 Xt4+2Xx% —2X —1 (x—1(x+1)3| A
24 Xt —2X3+2X —1 (x—1)3xz+1)| B
192 Xt+X3-X-1 (x = 1)(x+1)®3(x) | C
192 Xt - X34 X -1 (x—1)(z+1)®g(z) | D
144 X+ -1 (r—1)(x+1)Py(zx) | E

Ur detta observerar vi att alla fem mojligheter med determinant —1 férekommer,
men av de 6vriga endast tolv.

Vi noterar att om den karaktéristiska ekvationen ©(z) = P(x)Q(x) splittras
i tva relativt prima polynom av grad tvd, kommer bilden av P(X) vara kdrnan
av Q(X) och vice versa. Vi far dd en uppdelning av R* i tvi disjunkta plan, som
dessutom &r ortogonala mot varandra. Avbildningen X kommer da att verka som
rotation av bagge planen. Vi har redan tidigare studerat detta for tesserakten, dar
avbildningen av grad atta var precis av den typen. Uppdelningen i ortogonala plan
kommer givetvis att bero pa vilket X man véljer med den givna ©(x), men denna
uppdelning kommer bara att bero pa konjugatklassen av X vilket ar en a priori
finare uppdelning dn den given av karaktéristiska ekvationer. Vi tvingas nu att
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bestdmma konjugatklasserna till gruppen H vilket dven kan goéras med en dator,
men vilket &r nidgot omstindligare. Resultatet ses ur tabellerna nedan

antal representant karaktéarisktisk ekvation | typ
1 0 00
01 00 4 4v3 2
1 00 1 0 X*—4X°+6X°—-4X +1 I
0 001
-1 0 0 0
0 -1 0 0 4 3 9
1 0 0 -1 o0 X*+4X°+6X +4X +1 IT
0 0 0 -1
10 0 O
01 0 O 4 9
18 00 -1 0 X*—-2X°+1| IIla
00 0 -1
0 -1 0 ©0
-1 0 0 O 4 9
72 o 0 1 0 X*—=2X°+1 | IIlb
0 0 0 -1
0 0 -1 O
00 0 -1 4 9
12 L0 0 o X*+2X°+1 v
01 0 O
0 -1 0 0
36 0 0 -1 0 X 42X +2X*4+2X +1 A%
0 0 0 -1
0 -1 0 O
36 0 0 1 0 X*—=2X°+2X*-2X+1 VI
0 0 01
0o 0 -1 0
-1 0 0 O n 3
32 0 -1 0 0 X*+X°+X+1] VIla
0 0 0 -1
0 0 -1 0
1 0 0 0 n 3
32 0 -1 0 0 X =X’ —-X+1| VIla
0 0 0 1
0 0 0 -1
1 0 0 0 4
144 0 -1 0 o0 X*+1 X
0 0 -1 0
Den forsta tabellen visar alla konjugatklasser i SH som snittar SG, den andra

de som é&r disjunkta fran SG. Den tredje och fjarde tabellen visar motsvarande
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for komplementet till SH. Speciellt &r SGg en normal delgrupp som bestar av
konjugatklasserna I,I1,IIIa,IV,VIIa och VIIIa, medan de 6vriga konjugatklasserna
som técker hela Gy gives av Aii,Bii och Eii.

antal representant karaktéarisktisk ekvation | typ
-1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 4 3
32 2l -1 1 -1 1 X*+X°+X+1| VIIb
1 -1 -1 1
1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 4 3
32 2| 1 1 -1 1 X*—X°—-X+1| VIIIb
1 -1 -1 1
-1 1 -1 1
16 I Xt 42X 43X +2X+1| X
2 1 1 -1 -1
-1 1 1 -1
1 -1 1 -1
16 o Lo b Xt —2X3+3X2-2X+1| XI
2] -1 -1 1 1
1 -1 -1 1
-1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 4 9
96 2| 1 -1 1 1 X*—-—X“4+1 | XII
1 -1 -1 1
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antal representant karaktéarisktisk ekvation | typ
1 0 0 O
0 -1 0 O 4 3 .
12 0 0 -1 0 X*4+2X°—-2X -1 | Ai
o 0 0 -1
0o -1 0 O
-1 0 0 O 4 3 .
12 0 0 -1 o0 X*+2X°—-2X —1 | Aii
0o 0 0 -1
10 0 O
01 0 0 4 3 .
12 00 1 0 X*—2X°+2X -1 | Bi
0 0 0 -1
0 -1 0 0
-1 0 0 0 4 3 ..
12 0 0 1 0 X*—-2X°+4+2X —1| Bii
0 0 01
0o 0 -1 0
1 0 0 O 4 3 .
96 0 -1 0 0 X4+ X°—-X-1]| CGi
o 0 0 -1
0 0 -1 0
-1 0 0 O n 3 .
96 0 -1 0 o0 X*—X°+X—-1| Di
o 0 0 1
0o 0 -1 0
o 0 0 -1 4 .
72 L 0 o0 o0 X*—1] Ei
0 -1 0 O
0 -1 0 O
1 0 0 O 4 ..
72 0 0 1 0 X*—1 | Eii
0 0 0 -1
antal representant karaktarisktisk ekvation | typ
-1 -1 1 1
9% | 3 j _11 j _11 X'+ X*-X—1|Ci
1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
96 : _11 } _11 1 X*-X*+X—-1| Dii
1 -1 -1 1
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Geometriska tolkningar

Lat oss borja med det enklaste fallet. Speglingar i ett plan. Den karaktéristiska
ekvationen maste di vara av formen ®%(z)®3(x), detta korresponderar mot typ
1171 som splittras upp i tva konjugatklasser en med 18 element, den andra med 72.
Lat oss till att borja med koncentrera oss pa den forsta. Ur tabellen ser vi att en
representant ar

0
1
0 -1
0

oo o

Reflektionsplanet P &r givet av 1 = x2 = 0. For varje element Y € H kommer
konjugatet Y XY ~! ha reflektionsplanet Y P. Stabilisatorn till P kommer att ut-

0
0 B
med heltals koefficienter. Antalet sddana inses latt vara 8 x 8 = 64. Detta gor att
banan kommer att ha férvintade 18 element. Dessa plan kan ldtt beskrivas. Tag
en halv-tesserakt, och vilj tva par av antipodala horn. Detta kan géras pa (3) = 6
olika satt.

gbras av matriser av formen diar A, B ar 2 x 2 ortogonala matriser

En oktaplex har tre halv-tesserakter. Genom att vélja ett sddant plan och proji-
cera pa dess ortogonala komponent (projektionsplanet), framstar symmetrin klart.
Notera att 4 punkter av den svarta halv-tesserakten avbildas péd origo, och att
de tva Ovriga halv-tesserakterna delas var och en upp i tva plan ortogonala mot
projektionsplanet, sa att dessa avbildas pa tva punkter. Notera att var och en av
halv-tesserakterna avbildas pa sig sjalva. Avbildningen tillhor saledes SGg

I det andra fallet betraktar vi en representant

0 -1 0 O
-1 0 0 O
X = 0 0 1 0
0 0 0 -1

Det invarianta planet kommer att spdnnas av (1,1,0,0),(0,0,1,0). I detta fall
kommer en halv-tesserakt att avbildas pa sig sjilv, medan de tva andra kommer
att permuteras av reflektionen. 24 av dessa avbildningar i konjugatklassen kommer
saledes att tillhora G men inte Gy. De invarianta planen kan beskrivas genom att
man tar en diagonal i en halv-tesserakt, detta kan goras pa 3x4 = 12 sétt. En sadan
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diagonal splittrar upp halv-tesserakten i tva delar, dels de antipoda punkterna, och
dels sex punkter ortogonala mot biagge. Dessa utgor en oktaheder med tolv kanter,
varav tva och tva ar parallella. Diagonalen tillsammans med en kant spanner ett
sddant plan. Detta kan goras pa 12 x 12/2 = 72 olika sétt.

I forsta fallet har den projicerade figuren uppenbarligen 7, symmetri, och mycket
riktigt konjugatklassen VI har samma invarianta delplan som IIla, och avbildning
X — X? avbildar VI till IIla.

Fallet VIIIa betraktar vi representanten

0 0 -1 0
1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 1

Dess invarianta plan spannes av (0,0,0,1), (1,1, —1,0). Detta kan beskrivas genom
att man tar tva godtyckliga langa diagonaler i tva olika halv-tesserakter. Dessa
spanner ett plan. I sjélva verket finner vi i detta plan tre langa diagonaler, en fran
varje halv-tesserakt. Antalet sidana plan blir saledes 12 x 8/3! = 16 Varje plan ger
upphov till tva element i konjugat-klassen. Man kan l4tt finna ett ortogonalt plan,
och en ortogonal projektion till denna. Vi erhéller da figuren nedan

Denna figur uppvisar Zg symmetri, speciellt Z3 symmetri. Konjugatklassen tillhor
SGo, d.v.s. den bevarar halv-tesserakterna.

Klassen VIIID ligger helt utanfér G. Genom att ta var representant fran tabellen
finner vi att det invarianta planet beskrives av (a,b,0,a — b). Denna typ av plan
kan skrivas pa formen (a,b, a £+ b,0) varav vi berdknar 4 x 4 = 16 stycken sadana
plan. De kan &ven beskrivas som snittet mellan hyperplan av typen x; = 0 och
r1 a9 £x3+ x4 = 0. Betraktar vi den associerade projektionen erhéller vi figuren
nedan.
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Den har en tydligen Zg symmetri, men endast Z3 symmetrin utnyttjas. Det framgar
klart av figuren hur de tre halv-tesserakterna cykliskt permuteras.
Vi kan nu observera att avbildningen X +— —X permuterar konjugatklasserna V
och VI samt VII(a,b) och VIII(a,b). Detta forklarar den hexagonala symmetrin hos
projektionerna till VIII, i fallen VII blir det invarianta planet vridit ett halvt varv
(reflektion i oriogo) och det ortogonala planet vrides 7/3 istéllet for 27/3

Vi betraktar nu fallen IX och XII nér det karaktéristiska polynomet splittras
icke-trivialt i tva kvadratiska polynom. Fallet

Xt 41=(X24+V2z+1)(X2=V2z +1) = PQ

har vi redan triffat pa i forra avsnittet. Vi finner de ortogonala planen genom att
finna bildrummet av P och Q. Vi far dessa genom att ta bilderna av de tva forsta
elementen e, e5. Vi erhéller da foljande fyra vektorer som spanner tva ortogonala
plan.

1 0 1
V2|1 -2
-1 | =v2 -1
0 -1 0

IS
—_N= O

pa vart och ett av planen kan vi gora en ortogonalisering och presentera

1 1 1 1
V210 —V2 0
—1 11 -1 1
0 —V2 0| —v2

Detta gor lampliga projektioner (upp till skalning)

(x —V2y — 2,2+ 2 — V2w) och
(x4+V2y — 2,24 2 + V2w),

(x’ y)Z’ w)

H
(z,y,2z,w)

vilket leder till foljande bild.
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Vi ser att en halv-tesserakt ar invariant, medan de tva andra permuteras. Genom
att den svarta ar invariant, ser vi att avbildningen tillhér SG men inte SGy.
Eftersom konjugatklassen bestar av 144 element, forvantar vi oss 144 plan (Zg
innehaller tva element av ordning atta, medan varje element bestdmmer tva orto-
gonala plan). En viss ledning ges av elementen ovan. Betrakta alla vektorer I' som
innehaller komponenter av formen 0, +1, +1, ++/2. Det ir Litt att inse att det finns
4 x 3 x 23 = 96 sddana element. Man kan #ven forvissa sig om att for varje element
~T" finns det 14 element i I' ortogonala till g, alla dock &r inte av intresse. Inget
plan far ligga i samma hyperplan z; = 0 detta utesluter tva element. Varje plan
innehdller fyra element +7;,+7v2 € T' ur vilket vi sluter 96 x 12/8 = 144.
Notera édven att elementen i I' alla har normen 2 och ligger pa oktaplexens om-
skrivna sfar.
Kvadrerar vi element i IX far vi uppenbarligen element i IV vilket ses direkt ur
den karaktéristiska ekvationen.
Vi kan nu faktorisera X* — X2 +1 = (X2 +/3X + 1)((X? — V3X + 1)(= PQ)).
Vi erhaller pa samma sétt ovan de tva ortogonala planen

3-V3 | —1+V3 | 3+V3 | -1-V3
1-v3|3-3 1+v3 | 343
1—V3 | -1—-V3 | 1+V3 | -1+3
I+vV3 | 1-v3 | 1-V3| 1443

Alla vektorerna rakar dven vara Omsesidigt ortogonala, samt av samma langd

(2v/5 +2v/3), detta gor det enkelt att skriva ner en projektion (upp till en lik-
forming skalning)

(2,y,z,w) = (23— V3)+y(1l—V3)+2(1—V3)+w(l+V3),
(=1 +V3) +y(3 = V3) + 2(—1 — V3) + w(l — V3))

Vi far da foljande spektakuldra figur som uppvisar Z;5 symmetri.
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Rotationer av ordning 12 permuterar halv-tesserakterna, och ligger saledes inte i G.
Detsamma géller for dess kvadrater, som méste satisfiera X2 — X +1 = 0 och &r sa-
ledes av typ XI, ddremot kuber bevarar alla och maste tillhéra SGy. Eftersom inga
egenvarden +1 ar den enda mdojligheten 171 och darmed I11a eftersom ordningen
ar fyra.

I de fall nér den karaktéristiska ekvationen ar en kvadrat &r den minimala ek-
vationen kvadratroten ur denna. Detta motsvarar tre fall motsvarande ordning
tre,fyra och sex. Vi far symmetriska bilder nérhelst vi tar ett invariant plan (vilket
uppkommer genom att ta en godtycklig icke-trivial vektor v och bilda planet som
spanns av v, Xv). Avbildningen X kommer da att operera som vridningar i planet
och dess ortogonala komplement.

Vi har en kontinuerlig familj av sddana plan. Grassmannianen av alla plan i
R* utgor en 4-dimensionell familj, medan invarianta plan utgér en 2-dimensionell
familj. Planet bestdms av en vektor v detta ger 4-dimensioner, men varje vektor i
det invarianta planet ger upphov till samma plan, vi far darmed dividera ut med en
2-dimensionell familj. Vi kan faktiskt beskriva denna 2-dimensionella familj. Om
det kvadratiska polynomet ar irreducibelt 6ver de reella talen, definerar matrisen
en komplex struktur pd R4 och gor det till ett C? (detta ir speciellt transparent
i fallet X2 + I = 0 nedan, ty dd kan man tolka v — Xv som multiplication med
1). Ett invariant plan blir dd en komplex linje, och de komplexa linjerna utgor en
Riemannsfir CP?! isomorft med sfiren S2. Att till varje plan ordna dess ortogonala
komplement &r da samma sak som antipodavbildningen pa sfiren.

Vi ger nagra illustrationer. Eftersom (X? + 1)? representeras redan i G kommer
dessa symmetrier att dven manifesteras pa tesseraktnivan. Ddremot ordning tre
och sex manifesteras bara pa oktaplexnivan.

Forst ett par bilder pa (X2 + 1)? notera att svarta och grda, samt svarta och
vita ger upphov till uppenbara symmetrifigurer, ddremot vita och graa &r inte lika
uppenbar.
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De visar sig att dessa bidgge symmetrier har samma invarianta delrum! Dessa gives
av (a,b,c,d)%(b—c—i—d,—a—c—d,a—i—b—d,—a—i—b—i—c)

Vi skall slutligen betrakta elementen med determinant —1. Vi ser att konjugat-
klasserna av typ A och B bestar av speglingar i linjer respektive hyperplan. De
ar relaterade till varandra via X — —X. De splittras upp i tva konjugatklasser
vardera beroende pa vilken typ av linje eller hyperplan. Néar det galler Ai utgores
symmetrilinjen av en lang diagonal (riktningsvektorerna sammanfaller med banan
av (1,0,0,0)). Av dessa finns det tolv stycken. Den halvtesserakt i vilken diagona-
len ingér kommer att vara invariant. (Notera att i G bestar konjugatklassen av fyra
element, i H tre gdnger s& manga.) I fallet Aii betraktar vi banan av (1,—1,0,0),
symmetrilinjerna utgéres av linjer parallella med oktaplexens kanter. Fallet B ar
helt dualt, symmetrihyperplanen ar ortogonala mot symmetrilinjerna ovan.
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De aterstaende elementen har ordning 3,4 och 6 for typerna C, E och D respek-
tive. Dessa typer splittras upp vardera i tva konjugatklasser. C' och D &r relaterade
via X — —X. Bigge konjugatklasserna till E snittar G och en ligger (Fii) ligger i
G, medan i de tva andra fallen ligger en av konjugatklasserna utanfér G. I samt-
liga fall har avbildningen tva invarianta plan, i ett av planen har vi en spegling
i linjen, i det andra en vridning av ldmplig ordning. De forra kan vi referera till
sasom speglingsplanen, de andra som vridningsplanen. Konjugatklasserna bestams
av typen av invarianta plan.

I fallet Eii utgores speglingsplanet av en transformation av planet 3 = x4 = 0,
dessa har vi redan betraktat i IIla och den tillhérande bilden visar Z; symmetrin
hos vridningsplanet. Notera att halv-tesserakterna &r invarianta, ty speglingen i
speglinsgplanet permuterar urbilderna till de vita och graa punkterna. Det finns 18
sadana plan, och eftersom Z; innehéaller tva element av ordning tva, och det finns
tva sitt att vélja speglingarna i speglingsplanet kommer konjugatklassen innehalla
fyra ganger sa manga element. I fallet Ei kommer speglingsplanet att spénnas av
vektorerna (0,1,0,—1),(1,0,—1,0)

Vi noterar slutligen att gruppen H &ar invariant under konjugering med elemen-
tet U ovan. Denna konjugering kommer att beskriva en yttre automorfism, som
kommer att permutera vissa konjugatklasser. Den grupp J som genereras av H
och U kommer att utgéra symmetrigruppen till den konfiguration av 48 element vi
har tidigare betraktat. J kommer i sjdlva verket vara den halvenkla produket av
Zs (representerat av U) och H.

Vi kan rekapitulera. Genom att betrakta fyra 6msesidigt ortogonala horn i en
halv-tesserakt av formen (+1,0,0,0),(0,+1,0,0)...,(0,0,0,+1) erhaller vi grup-
pen G med 8 x 6 x 4 x 2 = 384 matriselement. Genom att betrakta pa mot-
svarande sitt ortogonala horn i dess duala tesserakt (41,+1,4+1,+1) erhaller vi
16 x 6 x 4 x 2 = 768 matriselement som utgor de tva sidoklasserna av G vi H. Och
slutligen genom att betrakta istdllet den duala oktaplexen finner vi 24 x 6 x4 x 2 =
1152 matriselement som utgor sidoklassen till H i J.

Stabilisatorundergrupper

Till Oktaplexens 24 horn kan vi dven associera andra punkter pa sfaren, som mitt
punkterna till kanterna, tyngdpunkterna till trianglarna och oktahedrarna. Samtli-
ga dessa punktméngder dr invariant under verkan av H och vi erhéller intressanta
undergrupper genom att betrakta deras stabilisatorer.
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Vi kan borja med stabilisatorerna till hérnen. Dessa &r alla konjugerade och utgor
saledes icke-normala delgrupper. Fixerar vi ett horn (2,0, 0,0) sig &r det uppenbart
att stabilisatorn bestar av matriser i G med en en 1 i 6vre vénstra hornet. Stabili-
satorn i H utgor sdledes symmetrierna av en 3-dimensionell kub (eller oktaheder).
Om vi bara &r intresserad av SH erhaller vi oktahedergruppen. En avbildning som
stabiliserar ett horn, stabiliserar dven dess antipod, pa detta sitt far vi 12 kopior
av oktahedergruppen. Om vi projicerar Oktaplexen ldngs axelriktningen far vi en
konfiguration bestéende av en kub pa en sfir med radien v/3/2 och en oktaheder pa
en sfar med radien 1 (samt en punkt i origo - bilden av den stabila punkten och dess
antipod). Stabilisatorn utgoér uppenbarligen symmetrier av denna konfiguration.
Symmetrier som bevarar en kant, fixerar uppenbarligen dess mittpunkt. Ef-
tersom det finns 96 sddana mittpunkter forvintar vi oss att stabilisatorn i SH
ar en grupp med sex element. Tar vi det specifika fallet (2,0,0,0),(1,1,1,1) med

mittpunkten (2,1, 1 1) dr det ldtt att forvissa sig om att stabilisatorn bestar av

3 11
272122
matriser av typ

1 0 0 O 1 1 1 1
0 a b ¢ 1 a b c
0 o VvV ¢ 1 a v
O a// b// C// 1 a// b// C//
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I det forst fallet ar a,b,c = 0,1 och a + b+ ¢ = 1 osv for varje rad, i det andra
fallet har vi a,b,c = £1 och a + b+ ¢ = —1 likaledes for varje rad. I bédgge
fallen ror det sig om att placera ut en 1 en i varje rad och kolonn bland nollor
respektive —1:or. I det forsta fallet har vi en delgrupp S3 under den naturliga
permutationsrepresentationen, i det andra fallet dess sidoklass i en grupp som bor
vara den halv-direkta produkten av S3 med Zs. Om vi begransar oss till SH aterfar
vi givetvis S3. Projicerar vi fran det invarianta planet far vi figuren ovan.

Oktaplexen och Kvaternionerna

De Hamiltonska kvaternionerna H bor vara alltfér vialkdnda for en systematisk in-
troduktion och jag ndjer mig med att paminna ldsaren om att dessa utgor ett reellt
vektorrum med bas 1, ¢, j, k och en associative men icke-kommutativ multiplikation
given av ij = k, ki = j, jk =i och i? = j2 = k? = —1.
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Man finner att varje kvaternion ¢ = a+bi+cj—+dk har ett konjugat ¢ = a—bi—cj—dk
sd att q7 = a® + b + ¢? + d?> > 0 med likhet om och endast om ¢ = 0. Notera
att konjugering &r linjar och multiplikativ i meningen att g1z = ¢2q1. Detta ger
en naturlig kvadratisk form pd H ofta betecknad med Nm(q)(= ¢q) = |q|? samt
visar att H med sin multiplikativa struktur dr en skev-kropp, d.v.s varje icke-noll
element har en multiplikativ invers. Saledes utgéor H* en grupp. Vidare splittras
H naturligt upp i summan av ett 1-dimensionellt delrum H, bestdende av z =
Z(de reella talen) och ett 3-dimensionellt H_ {or vilka z = —z(de rent imaginéra
kvaternionerna d.v.s. a = 0). Dessa tva delrum &r ortogonala med avseende pa
den kvadratiska formen. Det finns saledes naturliga projektioner till dessa delrum.
Avbildningen H — H betecknas med spéaret Tr(q) av en kvaternion ¢, och ar helt
enkelt given av ¢ — 2a = ¢+ ¢. Man inser nu latt att varje kvaternion ¢ satisfierar
en kvadratisk ekvation genom att utnyttja att (¢ —a)(q — a) = —(q — a)? ur vilket
foljer

¢ —Tr(q)q+ Nm(q) =0

Lat oss beteckna denna ekvation med =,. (Ifall ¢ 4r en reell kvaternion &r =, en
perfekt kvadrat [q — $Tr(q))?).

Givet en icke-reell kvaternion ¢ kommer siledes Hqy = R 4+ Rq utgéra en 2-
dimensionell delalgebra isomorf med de komplexa talen C, och &ven utgora centra-
lisatorn till ¢, ndmligen delalgebran av alla kvaternioner som kommuterar med gq.
Vidare kommer den dven att definera en komplex vektorrum struktur pa H anting-
en genom vanster eller hogermultiplikation. H kan naturligt biddas in i GL(4,R)
via H 3 h +— (2 — hx) och representeras d& av reella 4 x 4 matriser. (Vi later & be-
teckna denna linjira avbildning.) Men i och med att kvaternionerna H har en natur-
lig komplex struktur via hogermultiplikation ger detta dven en representation med
komplexa 2 x 2 matriser, d.v.s. en inbdddning in i GL(2, C). (Notera att den associ-
ativa lagen kan tolkas kommutativt! Namligen h(z\) = (hz)\.) De karaktéristiska
ekvationerna for den reella representationen kommer att vara kvadraten pa de ka-
raktéaristiska for de komplexa representationerna, vilka helt enkelt &r de kvadratiska
ekvationerna ovan. Vidare noterar vi att om h dr en enhets kvaternion d.v.s. |h|=1,
kommer h respektera den kvadratiska formen ((ha)ha = haZh = xzhh = x). En-
hetskvaternionerna kommer siledes att utgora en 3-dimensionell delgrupp (isomorf
med $3) av SO(4,R).

Om q ar en icke-reell kvaternion kommer den ha invarianta delrum av dimension
tva. Namligen Hqr och for godtyckliga » € H. Dessa delrum kommer att utgora
komplexa linjer i den komplexa (héger)strukturen given av Hq pa H. Och ifall
|g| = 1 kommer § representeras av vridningar i varje delrum. I komplex notation
givet av matrisen ( 8\ g\ ) med |A| = 1.

Vi kommer att ha anledning att mera allmént betrakta linjara avbildningar
av formen x +— gxq’ (som dr produkten av de tvd kommuterande avbildningar-
na x — g och z + xq’) s& 14t oss undersoka dessa nidrmare med avseende pa
karaktaristiska ekvationer och invarianta plan

For att behandla detta kan det vara lampligt att ndrmare studera de linjira
avbildningarna x — qxq’. Dessa ar av tre olika slag. Om nagot av ¢, ¢’ ar reella har
vi situationen x — gz (z — xq’) som vi redan har studerat tidigare. Vi erinrar oss
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om att den karaktéristiska ekvationen ar kvadraten pa den kvadratiska for ¢ och
att de invarianta delrummen utgoér en Riemannsfir. De 6vriga fallen splittras upp
i huruvida ¢, ¢’ kommuterar eller icke. Lat oss borja med det senare.

Forst gor vi den allmanna observationen att om ¢,q’ inte kommuterar kan av-
bildningen betraktas som komplex linjar for tva olika komplexa strukturer pa H,
nédmligen de givna av R(¢g) med vinster multiplikation och R(q") med hogermul-
tiplikation. En naturlig bas i det forsta fallet ges av 1,¢’ och i det andra fallet av
1,q. Det &r nu latt att skriva ner respektive matriser, om vi sétter ¢> = Ag— B och
¢'* = A'q’ — B de tvA karaktiristiska ekvationerna for g, ¢’ respektive (vi pAminner
om att A = q+ ¢, B = qq) erhaller vi

(0 —qB’) (o —q’B)
q qA ¢ JqA

med komplexa koefficienter. Lat oss ndja oss med att betrakta den vinstra(den
hogra &r helt analog). Den ger upphov till den karaktéristiska ekvationen

X2 —gAX +¢*B' =0

eller om vi foredrar

X? - gAX +(Ag—B)B'=0

Multiplicerar vi ihop den vénstra med den hogra’ far vi den karaktéaristiska
ekvationen 6ver R. Denna multiplikation férenklas av observationen att den hogra
maéaste vara komplexa konjugatet av den vénstra, ty produkten maste ha reella
koefficienter. Eftersom konjugering ges av ¢ — A — ¢ kan vi skriva ner den senare
som

X2 (A-)A'X +(A(A—¢q)—B)B' =0

varvid det blir enkelt om &n nagot omstéindligt att skriva ner produkten.

X'~ AA'X? 4 (A’B' + BA”” —2BB')X? — AA'BB'X + B*B” =0

Detta pastaende kan bevisas genom att observera att den minimala ekvationen
for en komplex linjar avbildning delar den minimala ekvationen fér samma avbild-
ning betraktad som reell. Har vi tva olika komplexa strukturer och de motsvarande
polynomen &r relativt prima foljer pastdendet direkt. I annat fall kan vi gora ett
gransforfarande.

Som vi tidigare noterat géller att for varje icke reell kvaternion ¢ att delkrop-
pen Rlg](= Hy) ér isomorft med C, isomorfin unik upp till en konjugering. Lat
oss fixera isomorfier mellan Hy, Hy' och C. Detta betyder dels att vi betraktar
dessa kvaterinioner som ’abstrakta’ komplexa tal, och omvéant att varje ’abstrakt’
komplext tal ar givet tva olika representationer, ndmligen en i vardera av de tva
delkropparna. Vi finner dirvid att de komplexa egenvirdena for den linjara avbild-
ningen med komplex struktur till véinster dr givna av A\ och AN respektive, medan
de till héger #r givna av AN och AN dir A\, X ér de abstrakta realizationerna av
q och ¢’ respektive. Det ar nu latt att berdkna korresponderande egenvektorer. I
det viinstra fallet dr dessa givna av respektive ('q’ — B’ och ('¢’ — B’ dér ¢’ ar en
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kvaternionisk representation av A’ i delkroppen R[g]. P& motsvarande sitt finner
vi i det hogra fallet egenvektorerna qu — B och ¢fi — B’ dér p ar en representation
av A i R[¢']. En komplex egenlinje blir ett reellt invariant plan. Av allmdnna prin-
ciper inser vi att de korresponderande komplexa egenlinjerna bor motsvara samma
reella invarianta plan, av vilka vi féljdaktligen har tva ortogonala. Detta bor kunna
verifieras via en utrdkning, och mycket riktigt

("¢ —BY)=¢B—q'n=—(qu— B)

De invarianta planen motsvaras av en uppdelning av den kvartiska ekvationen i
tva kvadratiska med reella koefficienter. Detta kan goras explicit genom kvadrat-
rots utdragningar av uttryck i A, A’, B, B'.

I fallet ¢, ¢’ maste vi vélja ett element r utanfor Hy men rékningarna leder till
precis samma resultat som ovan, ndmligen ett kvartiskt karaktéaristiskt polynom
som kan uttryckas explicit i koefficienterna till de kvadratiska relationerna till ¢, ¢’
och som splittras i tva kvadratiska polynom korresponderande till tva invarianta
plan.

Lat oss nu atervianda till var Oktaplex. Normaliserar vi Oktaplexens horn sa att
den ligger pa enhetssfaren och sedan identifierar dessa hérn med kvaternionerna
%(:l:l +itj+k) samt +1, £i, £5+k visar sig att den utgor en grupp delgrupp O av
H*. Gruppen har halv-tesserakten 41, +i, 5 4+ k som normal delgrupp och denna
grupp &r isomorf med kvaterniongrupp Qs(= @) med atta element. Dess konjugat-
klasser utgores av {1},{—1}, {xi}, {£j}, {£k}. Detta ses latt genom att vi kénner
centralisatorn till varje element, och didrmed antalet element i konjugatklassen.
Normalisatorn till ¢ bestar av fyra elemet £1 4 sdledes bestar konjugatklassen till
i av tva element.

O éar den halvdirekta produkten av Zz med Q. Och opererar pa @ via konju-
gering. Speciellt koagulerar de tre givna konjugatklasserna {+i}, {£j}, {£k} till
en enda {+i,+j,+k}. (Notera att centralisatorn till ¢ &r den samma i O som i
Q, saledes bestar dess konjugatklass av sex element). Vidare givet ett element
z=21(1+i+j+k) finner vi 22 = —Z (och dirmed 2> = —2z = —1), medan for
z= g(—l:l:i:l:j:l:k) och 22 = z(d.v.s. 23 = 1). Sdledes den forsta typen av element
har ordning sex, den andra typen ordning tre. Medan elementen i () uppenbarligen
har ordning fyra med de uppenbara undantagen +1. Ur detta ar det latt att dela
upp O i konjugatklasser (varav konjugatklasserna Cy, Coy och Cy kommer att bilda

Q).

ordning | konjugatklass | typiskt element | antal
1 Ch 1 1
2 Cs -1 1
3 Cs L(-1xitj+k) 8
4 Cy +i, 5tk 6
6 Cs T(1++itj+k) 8

Vi noterar sambandet med tabell 1. C7, Cs, C4 bildar en halv-tesserakt - @), och
C3 och Cg halveras var, och motsvarade halvor kombineras till sidoklasser till Q.
Notera att varje element i C3 kommer att generera en grupp Zs disjunkt fran Q.
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Vi kanske &ven skall notera att O fastédn den har 24 element inte &dr Sy (eller
vad som ar ekvivalent - oktahedergruppen). Inget element i S4 har ordning sex

I representationen h h ovan kommer kommer bilden av O att liggai H,isjélva
verket i SH, eftersom O &r sluten under multiplikation. Delgruppen @ kommer att
respektera en given uppdelning av en oktaplex i en tesserakt och dess duala halv-
tesserakt. Elementen i O\ @ kommer att cykliskt permutera de tre halv-tesserakter
som oktaplexen &r uppbyggd av.

Men i tillagg till representationen av H har vi &ven en representation av H x H
via (h1,hg) = (x = hizhy'). Dess kiirna 4r given av diagonalavbildningen R —
AH viat — (t,t). Om vi begransar oss till enhets-kvaternioner far vi en avbildning
av % x S% modulo Zy = (1,1),(—1,—1) pd SO(4,R). Och begrinsar man till
diagonalen erhaller man den vélbekanta representationen av SO(3,R) sdsom det
projektiva rummet RP3 = PH = S2/ £ ty H_ &r invariant under diagonalen A.

Speciellt finner vi en stor delgrupp O x O/ = I i SH. Denna delgrupp har
242 /2 = 288 element och ér siledes av index tva i SH och utgér en normal delgrupp.
Hur kan vi identifera denna?

Det forsta naturliga steget ar att dela upp den i konjugatklasser. Forst gor vi
den elementéra observationen att om en grupp G = A x B, dar elementen (a, 1) och
(1,b) uppenbarligen kommuterar med varandra, kommer konjugatklasserna av G
helt enkelt vara produkten a x b av konjugatklasser a,b i A, B respektive. Speciellt
erhaller vi 5 x 5 = 25 konjugatklasser i O x O. Nu &r vi intresserade i kvotgruppen
O x O/Zs. Vi har att z — —z permuterar konjugatklasserna Cy + Cy;C3
Ce,Cy O, d.v.s. —=Cp, = Cr(yy déir 7 dr permutationen (12)(36). Konjugatklasserna
for O x O blir dd C; x C, med identifikationen C; x Cp = Cr) X Cr(ry-

Nista steg ar att identifiera de karaktéristiska ekvationerna. Vi erinrar oss forst
att element av formen ¢ lamnar varje plan av formen H,r invariant. Dess reella
karaktéaristiska ekvation blir helt enkelt kvadraten p& dess komplexa =,. Vidare om
vi har en avbildning z — gzg~! hittar vi litt tvi egenvektorer med egenvirde ett,
nidmligen q,¢~'. Denna egenskap #r invariant under konjugering. Vilket betyder
att (z —1)2 blir en faktor i den karaktéristiska ekvationen. Om ¢ ér rent imaginért,
kan vi dven betrakta det ortogonala komplementet till < 1,q >. Detta utgors av
rent imaginiira x (ortogonalt till 1) som satisfierar gz +2q = 0, d.v.s. grg~* = —x.
Vi far siledes en faktor (z + 1)2. Vi kan sedan litt skriva ner foljande tabell

konjugatklasser antal ekvation typ

Cl X Cl 1 ‘I)l(],‘)4 I

Cl X CQ 1 @2(:17)4 11

Ci x 03,03 x C 16 @3(%)2 X

Cl X 06706 X Cl 16 @6($)2 XI

Cl X 04,04 X Cl 12 ‘1)4(,%)2 v

Cs x Cs 64 | ®s(x)di(x)? | VIIa,VIIIb
Cs x Cg 64 | Dgla)Py(x)? | VIIa,VIIb
04 X 04 18 @1(%)2®2(1’ 2 II1a

Cg X C4, C4 X Cg 96 <I>12(x) XII

De enda ekvationerna som inte inses omedelbart av ovan ar fallen C3 x Cg och
Cs5 x Cy4. I det senare fallet ror det sig om element av ordning 12 vilket ger den
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enda mojligheten. I det forra fallet noterar vi att ordningen &r sex, och betraktar
vi elementet x — gwg® opererar detta som ¢> = —1 pa planet R][q].

Denna tabell skall jamforas med den pa sidan 157. Vi noterar att de karak-
téristiska ekvationerna ®q(x)?®4(x), ®o(x)?®4(x), Pg(x) saknas. Samt att fallet
O (2)2®y(x)? splittras upp i tvd konjugatklasser (IIla,IlIb), varav bara den ena
(IT1a) tillh6r var grupp.

Notera att vi har betraktat tva naturliga representationer av Oktaplexen. Varfor
inte ldgga samman dem? Detta innebér att vi &ven betraktar element av typen 1\4/%]
som ocksa bildar en Oktaplex. Unionen av dessa bégge Oktaplexer utgdr inte en
regelbunden polytop, som vi redan tidigare noterat men det utgoér en mingd Z C S3
som #ven den utgor en grupp. Lat oss skriva Z = O + O’ dar O’ utgor den nya
Oktaplexen. I denna grupp kommer O att utgéra en normal delgrupp av Z av
index tva, speciellt OO’ = O’ och O'O’ = O. Symmetrigruppen J till méangden Z
kommer, som vi redan tidigare ha papekat, att utgoéra en extension av H i vilken
denna kommer att utgéra en normal delgrupp av index tva. Saledes ar |J| = 2304
och SJ har 1152 element. En naturlig delgrupp av SJ kommer att utgéras av
Z x Z/ £ 1 vilken har 48 x 48/2 = 1152 element och saledes kommer att utgora
hela gruppen. En naturlig fraga dr hur SH sitter i denna grupp. Forst noterar vi
att 0’00’ = O, vilket gor att z — zzw, z,w € O’ ger de resterande symmetrierna
av Oktaplexen.

Det ar latt att finna konjugatklasserna i O’. Vi har tre typer av element %, _\1/'fi

och ’jﬁ centralisatorn till de tva forsta bestar av atta element 41, 44, 1\# och kon-

jugatklasserna innehéller dédrmed sex element var; medan i det sista fallet centrali-
satorn har endast fyra element +1, :ti% och ddrmed konjugatklassen tolv element.
De motsvarande karaktéristiska ekvationerna utgors av z2 + 2z + 1, 22 — 2z +
1,22 + 1 respektive. Vi noterar ocksd att ¢ — —g permuterar de tva forsta konju-
gatklasserna och l&mnar den sista invariant. Lat oss beteckna dessa konjugatklasser
med D;‘,Dg,D4 respektive.

Vi kan nu skriva upp en motsvarande tabell

konjugatklasser antal ekvation
D4 X D4 72 @1(1‘)2@2(I)2
Di x Df 36 <1>1( )2®4(z)
Dy x Dg 36 Dy (x )2<I>4( )
D§ x Dy, Dy x DF | 144 D ()

Den forsta &r uppenbar, samma argument géller som for fallet Cy x Cy ovan. De
andra ar inte lika fullt uppenbara. Men istéllet for att presentera ad-hoc argument
kan vi latt berdkna alla involverade karaktéristiska ekvationer via formeln (K) ovan.
Notera att samtliga kvadratiska uttryck for vara element ar av formen z2 — az + 1
och dirmed skrives de kvartiska polynomen som x2 — Bz3 4+~vx? — Bz 41 dér siledes
B =ad,y=a?+ (a’)? — 2. Vi presenterar en tabell &ver alla typer av element,
och sedan tva tabeller for motsvarande karaktéristiska ekvationer.



Normat 4,/2010 Ulf Persson 175

element konjugatklass | antal « element | konjugatklass | antal a
JES +
1 Cy 1 2 7 Dg 6 V2
-1 Cy Lo 2| = Dy 6 | —v2
+i Cy 6 0 i\%j Dy 12 0
11+itjtk) Cs 8 1
L(-1+itj+k) Cs 8 -1

Vilket ger upphov till f6ljande tabeller dar vi ger (antal;3, )

Gy
o 1:4,6 Co
Cy | 1:-4.6 | 1:4.6 Cy

C,| 6;0,2 | 60,2 | 360 —2 Cs
Cs | 82,3 | 8:-2,348;0,—1 | 64:1,0 Cy
Cy | 8-2,3| 82,3 |48,0,—1|64;-1,0 | 64;1,0

Dy
Dy | 144;0, -2 DF
DF | 72;0,0 36;2,2 Dg

Dg | 720,0 | 36;—2,2 | 36;2,2

Gruppstrukturen

Vi noterar att det endast finns tva icke-kommutativa grupper av ordning 8, ndm-
ligen dihedral gruppen Dg och kvaterniongruppen Q. I bagge fallen har vi fakto-
riseringar 0 — Zo =+ G — Zo®Zs — 0 och 0 = Z4 -+ G — Zs — 0 men i
dihedralfallet splittras den senare. Vidare betrakar vi stabilisatorn till 1 erhaller vi
gruppen Z/ + 1 som saledes ar isomorf med S4. Ur detta sluter vi att O/ + 1 ar
isomorf med Ay och vi skall saledes jamfora extensionerna 0 — Zg — O — A4 — 0
och den 'duala’ 0 -+ Ay — Sy — Zo — 0.

Vi dr nu beredda att ndrmare beskriva strukturen av SH. Forst 1at oss betrakta
foljande diagram i vilken vi skriver A — B

Q 2 0
Z2€BZ2/ Q \512
0 +1 Za Q Qs QI'Q Z3 Sgo Zs m Zs SH
Z2@A /64 012
Q & 0

Grupperna @@ och O kan bidddas in antingen fran hoger eller vénster, eller via
diagonal avbildningen q +— (z + gzq~!). I det senare fallet dividerar man ut
med centrum +1. Vi erhdller d& Q isomorf med Zg @ Zs och O isomorf med Ag.
Samtliga dessa inbdddningar in i O x O &r normala. Gruppen @ X @ &r isomorf
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med Heisenberggruppen med 32 element. Vidare kan vi betrakta féljande diagram

0 +1-2.0 @1 050 2> 5H
samt
0 +1 Z2 @ Z3 6 Qs Sgo Za Sg Z3 SH

vilka tillsammans ger en ganska bra bild av den l6sbara strukturen av gruppen

Metriska egenskaper

En tesserakt och en oktaplex inskrivna i en sfir med radius 1, har kantlangder lika
med 1. (Hornen kan ges via 3 (+1,+1,+1,+1),(1,0,0,0)...(0,0,0,1)). De inskriv-
na halv-tesserakterna daremot kommer att ha kantlingd v/2. Den 3-dimensionella
sfiren S har ’area’ (3-dimensionell volym) 472, den motsvarande bollen kommer
da att ha 4-dimensionell volym %47r2 = 712 ~ 10 ty den 4-dimensionella voly-
men av en kon ges av %Bh dér B &r den 3-dimensionella volymen av basen och
h &ar hojden. Tesseraktens (4-dimensionella) volym &r uppenbarligen 1, och dess
(3-dimensionella) area 8. Oktaplexen erhélles genom att till Varje kubsida lagga
till en pyramid med hojd % Varje saddan pyramid har volymen 1 ZE = %. Det finns
atta sadana pyramider, sa den totala volymen blir 2. Varje 3-dimensionell sida ar
en oktaheder med kantldngd 1. En sédan oktaheder bestar av tva pyramider med
hojd f’ dess volym blir saledes 2 575 f f Oktaplexens (3-dimensionella) area

blir saledes 8v/2 eftersom den har 24 sadana sidor. Slutligen halv-tesserakten be-
star av tva koner &ver oktahedern med kantlingd /2 och hojd 1. Detta ger en

volym av 2 x 1 x (v/2)? x ¥2 = 2 och dess area ér given av 16 tetrahedrar, vars

kantlingder &r /2. Dessa passar in i en kub med sida 1, med fyra pyramider med
sammanlagd Volym 2. Arean blir saledes % Ur dessa berakmngar finner vi latt

den inskrivna sfarens radle (r), ty 4Ar = V. Detta ger for tesserakten, oktaplexen

och halv-tesserakten £, % i
Vi kan sammanfatta detta i en tabell.

’ polytop \ kantléngd \ 4-dim volym \ 3-dim area \ inskriven radie ‘
halv-tesserakt V2 2 5 1
tesserakt 1 1 8 %
oktaplex 1 2 82 %

I varje horn av hyperkuben, samsas fyra kubiska hérn, som motsvarar rymdvinklar.
Dessa kan beskrivas av polygoner pa sfaren, och ges ett matt via dess sfariska area.
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I kubens fall bestar dessa rymdvinklar av liksidiga trianglar med liangden m/2.
Sadana trianglar ar 14tt att berdkna arean av, ty dess samtliga vinklar dr dven /2
vilket medfor arean 3w/2 — m — /2. Fyra stycken ger upphov till arean 27 som &r
halva sfarens. Detta ger en uppfattning om tesseraktens spetsighet. Vill vi berdkna
pé motsvarande sétt rymdvinklarna i fallet med tetrahedern och oktahedern blir
det nagot krangligare. I forsta fallet utgér rymdvinkeln en liksidig sfarisk triangel
med sidan 7/3 och i det andra fallet en sfirisk kvadrat med sidlangden 7/3. Att
berdkna dess areor utgor en trevlig 6vning i sfarisk geometri. Lat oss forst borja
med kvadraten, ty den ar enklast.

o
04
Vi finner av vidstaende figur
sing = s
sin vy
sin28  __ sin o
sin2y sin y
_ 2
cosa = cos‘f

dér de tva forsta foljer ur den sfiriska sinussatsen och den tredje ar den sfiriska
versionen av Pythagoras sats. Vi kan skriva om dessa till

sinf = sinasinvy
2cosy = o 20?
cosf = \/cos a
och ur detta foljer cosy = sin~y,/cosa och vi kan losa ut sin?y = mﬁ Vidare
har vi
cos2y = 1 —2sin?y
sin2y = 2sin?~y/cosa
vilket tillater oss att berdkna
cosa — 1 1
sindy =4 cos o

cosa+ 114 cosa

Halva kvadratens area &r givet av vinkelexcessen 4y — m. Eftersom sin(4y — 7)) =
—sin(4y) kan vi ge foljande formel for kvadratens area.
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1 — cosa)y/cos o

(14 cosa)?

)

2arcsin(4 (

Notera att om « ér litet ger detta approximativt o och fér o = m/2 d& kvadraten
ar en hemisfir, tolkar vi arcsin(0)=n. I vart aktuella fall med o« = 7/3 erhaller vi
8

9
den totala rymdvinkeln strax 6ver 8 och ddrmed drygt tva tredjedelar av den totala
arean av sfaren. Vilket skall jdmféras med halva sféren i fallet med tesserakten.
Oktaplexen &r saledes betydligt trubbigare.

I triangelfallet

arean 2arcsin(3$4/3) ~ 1.35949 . ... Eftersom sex oktahedrar mots i varje horn blir

o
20,
finner vi pd motsvarande sétt
sin 2« S
R sin «y
sin 8 _ sin o
sin 2y - sin ~y
cos2a = cosfcosa
vilket ger
: 1
siny Toos
_ sin
cos7y - 2 sin
L _ sin
sin 27 - sin 2«
. _ sin” B
cos 27 —  2sin2a 1

Betraktar vi nu cos for halva arean (A/2) finner vi
cos(3y — m/2) = sin(37)

Hogerledet kan vi forenkla till
sin? B — sin® a
sin a sin 2ar

Ur det sfariska Pythagorasteoremet kan vi uttrycka

cos? 2

sin?f=1- 3
cos?



Normat 4,/2010 Ulf Persson 179

och erhaller slutligen

cos? o — cos? 2

cos(A4/2) =2 —
cos asin” 2«
En Taylor utveckling av detta uttryck fér sma « ger efter en hel del komplicerade

utrdkningar som mirakulost férenklas till det enkla svaret 1 — %o/L +... ur vilket vi
erhéller att A = ?oﬂ + ... vilket d4r den asymptotiskt euklidiska formeln. I fallet
2a = 7/2 erhiller vi cos(A/2) = % d.v.s A = m/2 som forvintat. Likasa i fallet
2a = 27/3 finner vi det forviantade A = 2. Fallet 2«0 = 7/3 motsvarar rymdvinkeln
hos en tetraheder och ges av cos(A/2) = % vilket ger A = 0.551082. ... Eftersom
atta tetrahedrar motes i ett horn i en halv-tesserakt, kommer denna att bli definitivt
spetsigare an tesserakten.



