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Inledning

I den foregaende oktahederartikeln ndmns pa sidan 175 utan bevis att gruppen
Q x @ ar isomorf med Heisenberggruppen med 32 element. Vad menas med detta?

Den klassiska Heisenberggruppen H uppkommer i ett 1-dimensionellt kvantme-
kaniskt system och bestar av alla 6vre trianguldra 3 x 3 matriser
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Koefficienterna a, b, ¢ kan tas frdn en godtycklig kommutativ ring A. I de klassis-
ka fallen betraktar vi de reella talen A = R eller heltalen A = Z. Gruppen ar
uppenbarligen icke-kommutativ. Vi noterar att den innehéaller de tva kommutativa
delgrupperna

1 0 ¢ 1 a c
0 1 70 och 01 0
0 01 0 01
som vi kan beteckna B och A och vars snitt C = AN B utgores av centrum
1 0 ¢
010
0 01

Betraktar vi delgruppen B’ C B bestaende av matriserna

OO =
o = O

0
b
1
finner vi att H kan skrivas som en halv-direkt produkt av A med B’ via verkan

b ((a,c) — (a,c— ab))
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Om A = Z/pZ far vi en #ndlig icke-kommuativ grupp med p? element. Sidana
finns av tva typer, och Heisenberggruppen ar i detta fall, den som generaras av
tva element av ordning p. Speciellt i fallet p = 2 finner vi att Heisenberggruppen
dr isomorf med den dihedrala gruppen Dg och inte den andra icke-kommutativa
gruppen - kvaterniongruppen Qg

Nu kan man generalisera Heisenberggruppen till det multi-dimensionella fallet
H,, genom att pa mostsvarande sitt betrakta matriser av formen

1 a ¢
0 I, b
0 0 1

dar I, &r identitetsmatrisen av storlek m. a,b blir da vektorer och prdukten ab
skall tolkas som den standardiserade skaldrformen < a,b > som vi for enkelhetens
skull kommer att skriva som a.b. Sédtter vi n = 2 och A = Z/2Z erhaller vi en
grupp med 2° = 32 element. Men varfor skall denna vara isomorf med var grupp

Qs x Qg?

Forberedelser

Vi noterar att om elementen skrives som (a, b, ¢) erhéller vi produkten
(a,b,¢)(a’, 0, )= (a+d,b+b,c+c +a.l)

speciellt dr (0,0, 0) identitetselementet och (—a, —b, —c+a.b) dr inversen. Fran och
med nu antar vi implicit att ko-efficientringen &r Z/2Z &ven om ménga pastaenden
nedan kommer att vara giltiga i allménhet.

Vi gor forst observationen att ett element ar av ordning (hégst) tva omm a.b = 0,
och alla andra element ar av ordning fyra. For att berdkna antalet sidana valjer vi
forst a # 0 vilket kan goras pa tre siatt. Déarefter har vi a.b = 0, 1 och dessa delar upp
Z2 1 tva hyperplan med vardera tva element. Siledes har vi sex olika méjligheter for
valet av (a, b), ¢ kan véljas godtyckligt, vilket gor att antalet mojligheter férdubblas
till tolv.

Vi kan gora en liknande berdkning nar det géller antalet element av ordning
fyra i Qg x Qs. Vi inser latt att dessa ar av typ (X, 1), (£1, X) dér X &r ett av
de sex mojligheterna £, £j, +k och sdledes uppstar dven hér tolv mojligheter.

Centrumet for bada grupperna dr Zs och bestar i fallet Qs X Qs av (£1,+1)
varav vi inser att (1, —1) maste motsvaras av (0,0, 1). Detta element kommer att
spela en central roll senare och vi betecknar det hdrmed med ~.

Pa liknande sétt kan man finna mer och mer sammantréaffande mellan de bégge
till synes helt olika grupperna tills man blir mer och mer évertygad om att de utgor
manifestationer av en och samma bakomliggande abstrakta grupp. Men for att
gora processen kortare forsoker vi nu att identifiera delgrupperna A, B i Qg X Qs.
Med andra ord vi stker pa ett naturligt sitt finna atta émsesidigt kommuterande
element av ordning tva i Qg X Qs. Den kritiska observationen &ar att tva element
(z,9), (z,w) dar x,y, z, w = +i, £, +k inte kommuterar i Qg X Qg men kommer att
gora det i Qg X Qg om bade x, z och y, w inte kommuterar med varandra pa grund
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av gemensam teckenvixling. Det ar da latt att skriva ner delgrupper i Qg x Qg som
kommer att spela samma roller som A, B i Heisenberggruppen. Namligen 1at oss
betrakta de atta elementen

(£, %), (£, £k), (£k, +1), (£1, £1)
samt dess naturliga speglingar
(4, £1), (£k, £5), (£4, £k), (£1, £1)

Dessa utgor delgrupper isomorfa med Z3 och de snittar varandra mycket riktigt
i gruppens centrum (+1,41). For att erhdlla en mostvarighet till B’ bor vi finna i
en av dessa (sdg den sista) en delgrupp med fyra element och som inte innehéller
elementet +(1,—1). Ett exempel pa en saddan ar

(j7i)a (kvj)v (]71)(k7]) = (]kmﬂ)o = (ia 71{3)’ (171)

Det ar nu klart hur vi maste fortsétta. Vi bor visa att Qg x Qg uppkommer som
en halv-direkt produkt mellan Z3 och Z2 pa ett isomorft sitt som i Heisenberg-

gruppen.

Isomorfin

Forst noterar vi att automorfismgruppen A av vektorrummet Zg’ dr GL(3,Zp) som
har (p3 —1)(p> —p)(p* —p?) = p*(p—1)3(p+1)(p® +p+1) element (tre rader maiste
vara linjart oberoende). For p = 2 erhéaller vi 168 element. Detta &r en vélkdnd
grupp som #ven har andra inkarnationer sasom PSL(2,Z7). Det ar litt att ge

matrisrepresentationer for gruppen B’ i A. Namligen
1 00 1 00 1 00
o1 o0o}),fo1o0],{0 10
1 0 1 0 1 1 1 1 1

Dessa ér alla involutioner som kan skrivas som I + Nqi,I 4+ No,I + Ny + Ny, dér
N, Ny dr kommuterande nilpotenta avbildningar av rang 2, d.v.s. N? = 0. Detta
data beskriver delgruppen unikt upp till konjugering via Jordans normalform.

Vi behover nu visa att ndgot liknande géiller i Qg x Qs. Ta elementet (i, ),
eftersom det &r av ordning tva, ges konjugering av (z,y) — (4,7)(z,y)(i,j) =
(ixi, jzj). Notera att ixi = x om = = |pmj, £k medan ixi = —x for z = +i
och analogt for de ovriga. Detta visar att konjugering med (7, j) ldmnar invariant
elementen (£4,+j),(£1,+1) som bildar ett 2-dimensionellt delrum V.. Pa dess
komplement V_, vilket &r det parallella hyperplanet ges konjugering av multipli-
kation med ~. Detta utgor en linjar avbildning T, ty givet x,y har vi tre fall.
x,y € Vi, x,y € V_ och z,y tillhor olika V|, med = +y € V i de tva forsta fallen
och x +y € V_ i det sista fallet. Vi verifierar i de tre olika fallen

0p4 hogersidan spegelvindes multiplikationen
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T(xy) =ay =TxTy
T(xy) = 2y = v°zy = yayy = TaTy
T(xy) = yey = (yr)y = TxTy
Betraktar vi nu 7' — I kommer denna att verka som 0 pa V; och v — 1 pd V_.
En enkel rikning ger (y— )2 = 4% —2y+1 = 2(I —~) = 0, siledes har vi att gora
med en nilpotent avbildning av rang tva. Att dessa tre kommuterar ar uppenbart.
Dérur foljer isomorfin.

En explicit isomorfi

Lt a = (i,7),8 = (j, k) dirav foljer a3 = (k, —i). Ovriga element ges av ya,vf3
och yaf samt givetvis v och 0 = (1,1). Vi kan d& gora f6ljande korrespondenser.
L&t oss dven beteckna med o = (j,1), 8 = (k, j) varur foljer direkt att o/ 8" = (a8)’

« (1,0;0,0;0) || o (0,0;0,1;0)
5 1(0,10,0;0) | & (0,0;1,0;0)
af | (1,1;0,0;0) || &'B" | (0,0;1,1;0)
v (1,0;0,0;1) || vo/ (0,0;0,1;1)
6 | (0,1;0,0;1) || v (0,0;1,0;1)
vaf | (1,1;0,0:1) || ya’f" | (0,0;1,151)

Notera hur (z,y,0,0,*) avbildas pa (0,0,y,x,*) anledningen till detta &r att

= (k,k),B8" = (i,i) och afa’B = (j,j) alla har ordning tva, och sledes

ma vi ha a.b = 0 vilket automatiskt uppfylles pa detta sdtt. Och vi listar for
fullsténdighetens skull

(1,4) | (0,1;1,0;0) | (5:5) | (L, ;1,1;0) || (k, k) | (1,05

)

Ur detta kan vi nu generera den fullstdndiga avbildningen. Detta mojliggor spe-
ciellt for oss att dven lista ut hur Qg sitter inuti matrisrepresentationen av Heisen-
berggruppen. Vi kan sétta upp féljande tabell

(i,1) (1,1;0,1;0) || (1,4 (1,0;1,1;0)
(=i,1) | (1,1;0,1;1) || (1,—4) | (1,0;1,151)
@D | (1,0;1,0:1) | (1,5) [ (0,1;0,1;1)
(=5,1) | (1,0;1,0;0) || (1,—4) | (0,1;0,1;0)
(k, 1) (0,1;1,1;0) || (1, k) (1,1;1,0;0)
( kvl) (071717171) (lafk) (1,1;170;1)

ur vilken allting foljer. Vi noterar att de forsta fyra ko-ordinaterna utgor de icke-
triviala elementen i tva disjunkta 2-dimensionella vektor-rum i det 4-dimensionella
rum som utgores av Hy(Z3) dividerat med sitt centrum. Dessa delrum kan givetvis
véiljas pa manga olika sétt, upp till automorfismer av Heisenberggruppen. Men till
ett studium av detta racker inte utrymmet till.



