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Uppgifter

537. Den femuddiga stjarnan i figuren ar sammansatt av fem linjestycken av sam-
manlagd lingd 1. Antag att de fem uddvinklarna ar lika stora. Bestdm omkretsen
av femhérningen ABCDE.

538. Vi har givet fyra naturliga tal £ < [ < m < n {6r vilka kn = Im. Visa
olikheten

n—k2
(=) zk+2
539. Lat oss siga att en permutation {a1, as,..., a,} av {1, 2,..., n} ar kvadra-
tisk om det finns minst en heltalskvadrat bland talen a1, a1 + as,..., a1 + as +
...+ ay,. Bestdm alla naturliga tal n sidana att varje permutation av {1, 2,..., n}
ar kvadratisk.
540. Bestdm alla positiva heltal n och icke-negativa heltal z1, x2, ... , z, for vilka

n n

4
Zx§:1+4n+1(21i)2.

i=1 i=1

541. Lat P vara en punkt pa en sfar S med radien 1. Tre parvis ortogonala stréalar
fran P skér S i punkterna A, B och C.

a) Betrakta de plan som innehdller trianglar med hérn i ndmnda punkter A, B,
C. Visa att det existerar en fix punkt genom vilken alla sidana plan passerar.

b) Bestdm den storsta mojliga arean av triangeln ABC.

542. L&t a, b, c vara reella tal sidana att polynomet P(x) = 2%+ az? + bz + ¢ har
tre reella rétter (inte nodvandigtvis olika). Visa att

12ab + 27¢ < 6a° + 10(a® — 2b)%/2.
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543. (Kent Holing, Trondheim.) La en monisk fjerdegradsligning med heltalls-
koeffisienter og irredusibel resolvent veere gitt. Anta ogsd at ligningen og dens
kubiske resolvent har minst én felles rot.

a) Vis at kubikkleddet til fjerdegradsligningen ikke kan veere null.
b) Bestem Galois-gruppen til fjerdegradsligningen.
c) (Vanskelig.) Gi to eksempler, og vis at disse eksemplene er de eneste mulige.

(Normat-artiklene om fjerdegradsligningen i hefte 1 og 2, 2003 gir nyttig bakgrunn
for & lgse oppgaven.)

(Uppgifterna 537-542 ar hamtade fran olympiadtévlingar i Ryssland, Vietnam och
Taiwan.)

Losningar skickas senast 15 juli 2011 till:
Dag Jonsson, nilsdag@hotmail.com
Paprikagatan 8

SE-75449 Uppsala

Anm. Vi valkomnar givetvis 16sningar dven efter angivet datum sa liange inga andra
l6sningar har presenterats i tidskriften.
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Lésningar till uppgifter i Normat 2009:4

527. (Eike Petermann, Stockholm.) Cirklarnas medelpunkter O; och tangerings-
punkterna mellan cirklarna kommer alla att ligga pa bisektrisen till vinkeln vid C.
Radierna fran cirklarnas centra till cirklarnas tangeringspunkter P; pa BC' é&r alla
vinkelrdta mot BC och vi kallar vinkeln mellan dessa radier och bisektrisen «.

A
AN

Man far (se figuren):

=10;0;41| - cos o + ;41
= (ri+rig1) - cos a4 riy,

varav
Tigr1 1 —cos «

r; 14cosa’

som dr oberoende av i. Cirklarnas radier bildar alltsa en geometrisk f6ljd.

Anm. Forutsattningen i uppgiften att triangeln ABC &r likbent verkar vara onddig.
Slutsatsen och beviset ovan géller for alla slags trianglar.

(Aven 16st av Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn, Jorgen Olesen, Verlgse och
Kare Vedpy, Fyllingsdalen.)

528. (Losning av FEike Petermann.) Problemet kan reduceras till att visa att

1
tan & > =, dir v = ZEDF.
2 2
Man har d&a ndmligen att
1—tan® 1 2 o2 3
cos v = = — _1=2
7 1+tan® 7 1+tan® I 1+ 1 5

Lat H vara mittpunkten pa strickan EC och |[FH| = |HC| = £. For 6vriga be-
teckningar se nedanstaende figur.
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Strackan DH &r parallell med BE, eftersom D och H halverar BC respektive EC
ZHDC ar darfor = a/2. AEGC ar réatvinklig och H &r centrum i dess omskrivna
cirkel. Alltsa &r |[EH| = |HC| = |GH| = £ och AGHC ar likbent, vilket medfor
att ZHGC = a. Men dé maste ZDHG = a/2 och &ven ADGH é&r likbent, vilket
medfor att |DG| = €. Thop med att |[EG| < |[EC| = 2§ far man nu

y_ b6l € 1
WY =BG T2 2

(Aven 16st av Hans Kaas Benner, Con Amore Problemgruppe och Kdre Vedpy.)

529. (Losning av Norvald Midttun, Voss.) At n deler p—1, betyr at p = an+1 > n,
a heltall. At p deler n®—1 = (n—1)(n?+n+1) og p > n, betyr at p deler n? +n+1.
N4 har vi at p deler an+1 = n+1+(a—1)n og p deler n?+n+1 (an+1 < n?4+n+1).
Derfor mé p dele differensen n? —(a—1)n = n(n—a+1). Da p ikke deler n, ma p dele
n—a-+1, som bare er mulig dersomn—a+1=0. Vifairat p=an+1=a(a—1)+1
og dermed 4p — 3 = (2a — 1)2.

Tillegg. Anta at p er et primtall slik at 4p — 3 = 2m — 1)%2, p = m?2 —m + 1,
m > 1. (Slike primtall finnes, for eksempel p = 3,7,13,31,43,..., hvor alle har
formen 6t + 1 bortsett i fra 3. Men ikke alle primtall av formen p = 6¢ 4 1 er slik
at 4p — 3 er kvadrattall, 19 er et slikt). Da finnes det et naturlig tall n > 1 slik at
n deler p — 1 og p deler n3 — 1.

Bevis. Lan=m—1.Daviln=m—1delep—1=m(m—1)ogp=m? —m+1
vildele n® —1=m? —3m? +3m — 2= (m —2)(m? —m + 1).

(Aven 16st av Hans Kaas Benner, Con Amore Problemgruppe, Eike Petermann,
Ole Somdalen och Kdre Vedpy.)

531. (Losning av Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn.) Lad forn > 1 A,, ; vaere
delmaengden af ord fra A,,, som ender pa en vokal, og lad A, 2 veere delmsengden
af ord fra A,, som ender pa en konsonant. Lad endvidere for n > 2 B,, ; veere
delmaengden af ord fra B,,, som har to forskellige bogstaver pa de sidste to pladser,
og lad B,, » veere delmaengden af ord fra B,,, som har to ens bogstaver pa de sidste
to pladser.

Til et vilkarligt ord i A,, kan vi lade svare nogle ord fra A, ;1 ved sidst i ordet at
tilfgje et tilladt bogstav. Vi bemserker, at vi pa denne made til et ord fra A, ; far
dannet netop to ord fra A, 41, nemlig et fra A, 411 (den ene af vokalerne er det
jo ikke tilladt at benytte) og et fra A,412. Og til et ord fra A, o far vi dannet
netop tre ord fra A, 41, nemlig to fra A, 111 (begge vokalerne er tilladte) og et fra
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Ap+12. Omvendt kan ethvert ord fra A,; pa netop én made fas pa den omtalte
made. Heraf fremgar rigtigheden af (1) nedenfor. Tilsvarende indses (2) at gaelde
for n > 2.

(1) |An+1,1| - |An,1 +2|An,2| og |An+1,2
(2) |Bn+171| = |Bn,1| +2|Bn72| og ‘Bn+1,2

= ‘An,1| + |An,2| = |An|
= ‘Bn,l + |Bn,2| = |Bn|

I overensstemmelse med pastanden begynder en tabel sadan:

n |Ap 1] | Ay 2 | Ay | | B 1] | B2 | By |
1 2 1 3 3

2 4 3 7 6 3 9

3 10 7 17 12 9 21
4 24 17 41 30 21 51
5 58 41 99 72 51 123
6 140 99 239 174 123 297

Ifplge tabellen geelder pastanden specielt for n = 1 og for n = 2. Antag nu, at den
geelder for alle tal 1,2,...n, hvor n > 2. Ved benyttelse af (1) og (2) finder vi sa:

|Bnya| = |Bnioi| + [Bny22| = 2[Bot11] + 3[Buti2| = 2|Bnyi| + [ Bnyi 2
- 2|Bn+1‘ + |Bn|7

[Ant1] = [Ang1] + [Ant12] = 2[Ana| +3[An 2| = 2[An] + [An 2| = 2[An| +[An—1].
Det fremgar heraf, at
|Brt2| = 2[Bnii1| + |Bal = 6|An| + 3[An—1] = 3| Anpal,

dvs. pastanden geelder ogsa for n+ 1. Pastandens rigtighet folger nu ved induktion.
(Aven 16st av Eike Petermann.)
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SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Kuvalificeringstivling den 28 september 2010

1. En rektangel bestar av nio smarektanglar med areor (i m?) enligt figur. Bestdm arean
av rektangeln som markerats med ett fragetecken i figuren.

2. Pa dagen for en slakttraff sommaren 2010 fyller Lennart, Lotten och Lisa ar. Lennart
har rdknat ut att produkten av deras aldrar dr 6958. En gang tidigare under 2000-
talet har slaktingarna sammanstralat samma datum. Da var summan av Lennarts,
Lottens och Lisas aldrar lika med 80, men vad var produkten den gangen?

3. Differensen mellan tva femsiffriga heltal &r 246. Visa att de tio siffror som ingar i de
bada talen inte alla kan vara olika.

4. Pa varje kant i en kub star ett heltal. For fem av kvadraterna géller att summan av
talen pa motstaende sidor ar lika (summorna kan vara olika for olika kvadrater). Visa
att detta &ven géller for den sjétte kvadraten.

5. Den i triangeln ABC' inskrivna cirkeln tangerar triangeln i punkterna A; pa sidan
BC, B pa sidan AC och C} pa sidan AB. Den i triangeln A; B;C; inskrivna cirkeln
tangerar triangeln Ay B1C4 i punkterna A, pa sidan B1C4, By pa sidan A;Cy och Cs
pa sidan A; B;. Bestam vinklarna i triangeln A BoC5 da vinklarna vid A, B och C'
ar givna.

6. Anton har réda och blaa pérlor. Med dem vill han férsoka fylla en kvadrat med n x n
piggar (pa vilka parlorna ska sittas) pa ett sadant sitt att varje parla har exakt tva
”grannparlor” med samma farg som pérlan sjilv. Tva pérlor rdknas som grannar om
de ligger bredvid varandra, antingen i vertikal eller i horisontell ledd. For vilka n &ar
detta mojligt?

Skrivtid: 5 timmar
Formelsamling och minirdknare &r inte tillatna!

Om nagra dagar kommer l9sningar att finnas utlagda pa nitet under adress
www.mattetavling.se
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SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Finaltavling © Lund den 20 november 2010

1. Finns det en triangel vars tre hdjder har matten 1, 2 respektive 3 laingdenheter?

2. Betrakta fyra linjer y = kx — k? for olika heltal k. Fyra olika punkter (z;,y;),
i =1,2,3,4, ar sadana att var och en tillhor tva olika linjer och pa varje linje ligger
precis tva av dem.

Lat 1 <z <23 < 74. Visa att 1 + 24 = 22 + 23 och Y194 = y2y3.

3. Finn alla naturliga tal n > 1 sadana att det finns ett polynom p(z) med heltals-
koefficienter for vilket p(1) = p(2) = 0 och déar p(n) &r ett primtal.

4. Vi skapar en talfoljd genom att sidtta a; = 2010 och kréva att a,, dr det minsta tal
som &r storre an a,_; och dessutom &r delbart med n. Visa att ai99, @101, @102, - - -
bildar en aritmetisk talfoljd.

. Betrakta méngden av trianglar dar sidlangderna uppfyller

ot

(a+b+e)(atb—c)=2b%

Bestdm vinklarna i den triangel fér vilken vinkeln mitt emot sidan med langden a ar
sa stor som mojligt.

6. Ett dndligt antal rutor pa ett odndligt rutat papper &r malade roda. Visa att man
pa papperet kan rita in ett antal kvadrater, med sidor utefter rutnétets linjer, sadana
att:

(1) ingen ruta i nétet tillhor mer &n en kvadrat (en kant kan ddremot tillhéra mer
dn en kvadrat),

(2) varje réd ruta ligger i nagon av kvadraterna och antalet roda rutor i en sadan
kvadrat ar minst % och hogst % av antalet rutor i kvadraten.

Skrivtid: 5 timmar

Formelsamling och minirdknare ar inte tillatna!



