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Rakkeudviklinger spiller en central rolle i matematik og dens anvendelser. For
eksempel giver Fourierrsekkerne en bekvem fremstilling af periodiske funktioner i
termer af komplekse eksponentialfunktioner. Imidlertid er Fourierrackkernes anven-
delighed begraenset til periodiske funktioner; man kan altsa ikke benytte dem til
at opnd raekkefremstillinger af generelle funktioner i L?(R).

Vi skal i denne artikel give en kort introduktion til den moderne teori for Gabor
systemer, og vise hvorledes de sakaldte Gabor frames og deres duale frames leder
til bekvemme raekkefremstillinger af funktioner i L2(IR). De konstruktioner der op-
treeder i litteraturen er baseret pa kompakt stgttede funktioner g, der tilfredsstiller
den sakaldte partition of unity condition

d gle—k)=1, 2R (0.1)

keZ

I artiklen viser vi hvorledes man kan konstruere nye eksempler pa Gabor frames og
tilhgrende duale frames, baserede pa visse funktioner der ikke opfylder betingelsen
(0.1). Konstruktionerne er baserede pa elementaere trigonometriske funktioner.

Vi begynder i afsnit 1 med en kort gennemgang af de ngdvendige resultater
fra Fourieranalysen og en raekke centrale resultater fra Gabor analysen. De nye
resultater praesenteres i afsnit 2. Beviserne er elementzere, men omfattende; de er
derfor placerede separat i appendiks A og appendiks B.

1 Fourierraekker og Gabor analyse

Vi vil i dette afsnit give en kort praesentation af de centrale aspekter af Fouriera-
nalysen og Gabor analysen.

1.1 Fourierrekker
Lad os betragte vektorrummet

L?*(0,1) := {f ]0,1[— C \/01 |f(z)|? dx < oo}.
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Det er velkendt at L2(0,1) er et Hilbertrum med hensyn til det indre produkt givet
ved

1
(f9) = | $@)5@ds, figeL20.1). (1)
0
Til enhver funktion f € L?(0,1) knyttes den sikaldte Fourierrekke, givet ved
f~ Z Co €270 (1.2)
mEe”Z

hvor Fourierkoefficienterne c,, er givet ved

1
o= [ f@)e e dn (£, 7m0, (1.3)
0

Antagelsen f € L?(0,1) sgrger for at koefficienterne c,, er veldefinerede. Det er
velkendt at funktionerne {e*™""*}, 7 udggr en ortonormalbasis for L2(0, 1), og at
Fourierraekken er den tilsvarende rackkeudvikling. Den preecise fortolkning af (1.2)
er saledes at

2
dr — 0 for N = 0. (1.4)

1 N
/ ‘f(x) . Z Cm 627rim$
0 m=—N

Specielt er der altsa i (1.2) ikke ngdvendigvis tale om punktvis konvergens,
hvilket er grunden til at vi har benyttet symbolet "~".

1.2 En speciel ortonormalbasis for L?(R)

Som neevnt er Fourierraekkernes anvendelighed stort set begraenset til periodiske
funktioner. Malet for denne artikel er at konstruere raekkefremstillinger for kvadra-
tisk integrable funktioner pa R, altsa funktioner i vektorrummet

L*(R) := {f:R—><C|/_O;|f(:c)]2dm<oo}.

Det er velkendt at L?(R) er et Hilbertrum med hensyn til det indre produkt givet
ved

o= [ T f@)g@de, f.ge L(R). (15)

Ideerne i den klassiske Fourieranalyse kan benyttes til at konstruere en speciel
ortonormalbasis for L?(R) :

Eksempel 1.1 Lad x|o,) betegne den karakteristiske funktion for intervallet [0, 1].
Ifplge den klassiske Fourieranalyse er {€2™™*x(q 1)(%)}mez en ortonormalbasis for
L?(0,1). Det folger heraf at funktionerne

{627rim(w—n) {627rimw

X[0,1] (17 - n)}mez = X[0,1] (17 - n)}mEZ
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for enhver given veerdi af n € Z udger en ortonormal basis for L?(n,n +1). Ved at
tage foreningen af disse baser, opnas at L?(R) har ortonormalbasen

{E"™ X =)}, ez

Bemeerk at alle funktionerne i denne ortonormalbasis bestar af translaterede ud-
gaver af funktionen x[o 1), som er blevet moduleret, det vil sige multipliceret med
komplekse eksponentialfunktioner. Vi vil se at denne struktur gar igen i de generelle
Gabor systemer. O

1.3 Generel definition af et Gabor system

Ved indfgrelsen af generelle Gabor systemer er det bekvemt at benytte operatorer.
For et givet a € R definerer vi translationsoperatoren

T, : L*(R) = L*(R), (T f)(z) := f(z — a).
Tilsvarende defineres for b € R den tilhgrende modulationsoperator
Ey: L*(R) — L*(R), (Epf)(x) := ™" f(x).

Begge operatorer er linesere, begraensede, og unitaere. For en naermere analyse hen-
viser vi til bogen [1].

Veelg nu en funktion g € L?(R) og to parametre a,b > 0. Ved Gabor syste-
met frembragt af funktionen g og parametrene a,b forstas systemet af funktioner
bestaende af

{(BmtTnag) (@)} mnez = {2 g(x — 10) }m,nez.

Bemeerk at denne generelle definition netop svarer til strukturen af det funktions-
system vi konstruerede i eksempel 1.1. Vi vil normalt undertrykke variablen x og
blot betegne Gabor systemet med {E;p 1509} nez-

Gabor systemet motiveres altsa naturligt udfra Fourierreekkerne og gnsket om at
opna raekkefremstillinger i L?(R). Lad os vise at det ogsa indfgres naturligt udfra
Fouriertransformationen:

Eksempel 1.2 Fouriertransformationen af en funktion f € L!(R) defineres ved

F() ::/_ f(x)e ™ dx, v € R.

Det er velkendt at Fouriertransformationen kan udvides til en uniteer operator pa
L3(R). Det er ogsa velkendt at Fouriertransformationen indeholder information om
de frekvenser der optraeder i signalet f: hvis f for eksempel beskriver et musiks-
tykke med stort indhold af en bestemt frekvens v, sa vil |f()| have en stor veerdi
netop ved v = v. Imidlertid kan Fouriertransformationen ikke lokalisere hvor i
musikstykket denne frekvens optraeder. I praksis lgses dette problem ved at man
betragter en sakaldt vinduesfunktion g, der typisk veelges til at veere en funktion
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med kompakt statte, som er konstant pa et begreenset interval I og aftager til nul
udenfor intervallet I. Figur 1 giver et eksempel for en sadan funktion. Betragt nu
den sakaldte short-time Fourier transform

Vit = [ S@eE e, e R (1.6)

Det ses at V, f(t,7) for en given veerdi af variablen ¢ netop er Fouriertransforma-
tionen af funktionen fTig. Derfor vil V, f(¢,~) indeholde information om frekven-
sindholdet af signalet f over intervallet t 4+ I. Parameteren t sgrger herefter for at
flytte intervallet I over den reelle akse saledes at frekvensindholdet i hele signalet
kan analyseres.

Bemerk at hvis vi lader f,g € L?(R), s kan vi skrive

V9f<t77> = <fa E’YTtg> . (17)

Gabor systemer opstar nu helt naturligt udfra (1.7): istedet for at tillade
og t at antage alle veerdier pa den reele akse, sa begraenser vi de to parametre
til gitteret {(mb,na)}m nez med a,b > 0. Herved bliver {E,Tig}~ ter til Gabor
systemet {EppTnagtm nez-

0,2
0,6 |
0,4

02

Figur 1: Et typisk eksempel pa en vinduesfunktion.

1.4 Gabor systemer og baser

Vi har allerede i eksempel 1.1 set at det er muligt at konstruere et Gabor system
som udggr en ortonormalbasis for L?(R). Imidlertid er det i mange sammenhsen-
ge ubekvemt at den er baseret pa funktionen xjo ], som ikke er kontinuert. For
eksempel bevirker det at dens Fouriertransformation X/[O,\l}(’Y) gar meget langsom
mod nul nar v — oo, som det fremgar af udtrykket

Xo1 (M =

sin(77y)
Ty |
Det er naturligt at spgrge om bedre resultater kan opnas ved at benytte andre

Gabor ortonormalbaser. Resultatet er nedslaende, og er i literaturen kendt under
navnet Balian-Low’s theorem:
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Seetning 1.3 Lad g € L*(R). Hvis {ETng}mnez er en ortonormalbasis for

L*(R), sd er
(/_O; zg(z)|? dx) (/_O:O va(v)[? d7> - . (1.8)

I ord siger seetningen at en funktion g som frembringer en Gabor ortonormalbasis
ikke kan veere lokaliseret bade i tid og frekvens: for eksempel er det umuligt at de
to betingelser

C . C
lg(z)| < 1122 zeR, [g(v)] < T2 7ER

begge er opfyldt. Et bevis for seetningen kan findes i referencerne [7] og [11]. I nzeste
afsnit beskrives hvorledes dette problem kan Igses.

1.5 Gabor frames
At kraeve at en samling funktioner er en ortonormalbasis for L?(R) er en meget
skrap betingelse. Dette illustreres tydeligt af Balian-Low’s seetning, der viser at det
kan veere umuligt at konstruere ortonormalbaser som opfylder ekstra betingelser.
Vi vil i dette afsnit introducere de sakaldte frames, som tillader os at opna raek-
kefremstilinger i stil med dem vi kender fra ortonormalbaser, men under svagere
betingelser. Frames er sdledes mere fleksible end ortonormalbaser, og ofte kan man
konstruere frames med egenskaber som er uforenelige med ortonormalbaser.

Vi bemseerker at frames kan betragtes i generelle Hilbertrum, se f.eks. bggerne
[2], [6], [19]. I denne artikel vil vi ngjes med at betragte Gabor frames i L?(R).

Definition 1.4 Lad g € L*(R) og a,b > 0 vere givet. Systemet { EpmpTnag}m.nez
kaldes en Gabor frame hvis der findes konstanter A, B > 0 saledes at

AllfIP < Y {f B Toag)* < BIIfI, Vf € LA(R). (1.9)

m,nEZ

Systemet { EppThnagtmnez kaldes en Besselfolge hvis den gvre betingelse i (1.9) er
opfyldt.

En funktion g der frembringer en Gabor frame {E,,5T0q9}m nez for passende pa-
rametre a,b > 0 kaldes i litteraturen for en generator eller window function.

Vi bemszerker straks at der i litteraturen findes mange eksempler pa Gabor frames
{EmpTnag}m nez, for hvilke funktionen g ikke lider af begraensningen i Balian-Low’
seetningen. For eksempel blev det vist i 1991 af Lyubarski [15] og Seip & Wallsten
[18] at Gaussfunktionen g(x) = e’ frembringer en Gabor frame {Eyp 1009} m nez
hvis og kun hvis ab < 1 (beviset er kompliceret og kraever et dybt kendskab til
kompleks analyse). Da Fouriertransformationen af en Gaussfunktion selv er en
Gaussfunktion er de to integraler i (1.8) endelige. Et centralt resultat for Gabor
frames fortaeller at en Gabor frame ydermere leder til reekkefremstillinger i stil med
hvad vi kender for ortonormalbaser, se f.eks. side 214 i [2]:
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Saetning 1.5 Antag at { EypThnagtm,nez er en Gabor frame. Sd findes der (mindst)
en funktion h € L*(R) sdledes at

f= > {f EmtTnah)EmpToag, Vf € LA(R). (1.10)

m,neZ

Man kan vise at hvis {E,,pT009}m nez er en Gabor frame og {E,pThoh}m nez €r
en Bessel folge for hvilken (1.10) geelder, sa er {EpThoh}mnez 0gsa en Gabor
frame. Man kalder {E,,, T }m nez en dual frame, og funktionen h kaldes en dual
generator. Gabor frames {E,,Thq9}m,nez 0g de tilhgrende duale generatorer er
karakteriserede af Ron & Shen [16], samt Janssen [12]. Vi formulerer resultatet
under de tekniske betingelser der er relevante for vores videre analyse:

Seetning 1.6 Lad g, h € L?(R) vere begrensede funktioner med kompakt support,
og lad a,b > 0 vere givne. Sa er (1.10) opfyldt hvis og kun hvis

Zg(aj —n/b— ka)h(z — ka) = bd, o, a.e. x € [0,al. (1.11)
keZ

Eksplicitte konstruktioner af duale Gabor frames er blevet foretaget af Christensen
og Kim [3], [5], samt Laugesen [14]. Specielt naevnes det folgende resultat fra [3]:

Szetning 1.7 Lad N € N. Lad g € L?>(R) veere en begrenset funktion der antager
reelle verdier, og for hvilken supp g C [0, N|. Antag endvidere at

Y glz—k)=1, z€R. (1.12)
keZ

Lad b €]0, ﬁ] Sa vil funktionen g og funktionen h givet ved
N—-1

h(z) =bg(x) +2b Y gz +k) (1.13)
k=1

frembringe duale Gabor frames { EmpTng}mmnez 09 {EmpTnh}mnez for L2(R).

Seetning 1.7 kan for eksempel benyttes til at konstruere Gabor frames baseret pa
de velkendte B-splines, som vides at opfylde betingelsen (1.12); se [3]. Generelt er
betingelsen (1.12) dog seerdeles restriktiv. Formélet med de folgende afsnit er at
vise hvorledes det for specielle trigonometriske funktioner er muligt at konstruere
duale par af Gabor frames som ikke ngdvendigvis opfylder denne betingelse.

Som et fgrste lille skridt neevnes at hvis en funktion g opfylder betingelsen

dhez9(@ —k)=c#0, z €R, (1.14)

sa vil % g opfylde (1.12). Hvis de gvrige betingelser i ssetning 1.7 er opfyldt kan resul-
tatet hermed anvendes pa funktionen % g. Vi vil dog se andre eksempler, hvor man
ikke pa denne made kan benytte de kendte resultater via en simpel normalisering.
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2 Frames frembragt af trigonometriske funktioner

Formalet med dette afsnit er at vise at det er muligt at konstruere duale par af
Gabor frames baseret pa funktioner g, der ikke opfylder betingelsen (1.12). Resul-
taterne er nye, og er opnéede som en del af fagprojektet [13].

Vi vil betragte funktioner af typen

g(z) = sin <g7rx)x[073] (x) (2.1)
og
g(z) = sin" <%7T(L‘)X[O’3]((L'), (2.2)

hvor n € N. Vi vil koncentrere os om at sgge duale frames frembragt af funktioner
h svarende til den der benyttes i seetning 1.7, altsa

h(z) = Cg(x) + Dg(x + 1) + Eg(x + 2)

for passende konstanter C, D, E € R.
Vi betragter forst funktioner af typen (2.1) Vi starter med at vise at betingelsen
(1.14) ikke er opfyldt for sadanne funktioner:

Proposition 2.1 Lad n € N og betragt funktionen (2.1). Da gelder folgende:

(i) Funktionen ), _, g(x — k) er konstant hvis og kun hvis

ne€{2,4,8,10,...} ={2+6k | ke NU{0}} U{4+ 6k | k€ NU{0}}.
(i) Hvisn € {2,4,8,10,...}, sa er

Zg(ac—k:)zo.

keZ

Bevis. Bemerk at ), , g(x — k) er 1-periodisk. Vi behgver derfor kun betragte
intervalet « € [0, 1]. P4 dette interval har vi

Zg(x — k) = sin(Znx) +sin(37(x+1)) + sin(Zm(z+2))
keZ

mz)[1 + cos(Lm) + cos(Zl)]

7x)[sin(Em) + sin(2—3q7r)} :

= sin(

+ cos(

WS wis

Eftersom {1,sin(27x),cos(47x)} er et saet linesert uafheengige funktioner er oven-

staende konstant, hvis og kun hvis

0=1+cos(4m)+ cos(%”ﬂ),
0 = sin(2) + sin(3l7).
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Sinus- og cosinusfunktionerne er 2m-periodiske, sa det er nok at se pa de to ligninger
for n = 1,...,6. Det viser sig, at ligningerne er opfyldt for n = 2,4, for hvilke
> rez 9(x —k) = 0. Af 2r-periodiciteten fglger at dette resultat ogsa holder for alle
lige n hvor 7 ¢ 6N. OJ

Proposition 2.1 viser at vi for funktioner af typen (2.1) ikke kan anvende sa@tning
1.7. Alligevel viser det sig muligt at konstruere duale generatorer af tilsvarende
form:

Saetning 2.2 Ladn € N, b €]0,1/5] og C, D, E € R, og betragt funktionerne (2.1)
o9

h(z) = %b(C’g(m) + Dg(z + 1) + Eg(z + 2)). (2.3)

Sa geelder folgende:

(i) Funktionen g frembringer en Gabor frame {EpTng}m nez med en dual ge-
nerator h af formen (2.3) hvis og kun hvisn € N\ 3N = {1,2,4,5,...}.

(i) Hvisn € N\ 3N, sd er de duale generatorer h pa formen (2.3) karakteriserede
ved

CeR, D=(2C-1)(-1)", E=2C —1. (2.4)

Beviset for seetning 2.2 er elementzert, men ret langt; se Appendiks A. For n = 1,4
viser figur 2 og 3 nogle eksempler pa duale generatorer h.

Korrolar 2.3 Under antagelserne i setning 2.2(ii) kan de duale generatorer i
(2.4) skrives pa formen

h(z) = hi(z) + Cha(z), C € R, (2.5)
hvor
m@) = 3 (-1 gz +1) ~ gl +2)) (2.6)
og
ha(@) = 5 b (g(x) +2(-1)"g(x + 1) + 2(z +2)). (2.7)

Bevis. Via (2.4) ses at udtrykket for de duale generatorer kan skrives som
hz) = <b(Cyx)+ (2C —1)(-1)"g(z +1) + (2C — 1)g(x + 2))

b (-1)"g(z+1) — g(z+2))

OJ|H>OJ|H>

%b( (z) +2(~1)"g(z + 1) + 2g(z + 2)) C
= hi(z) + Cha(z).
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O

Bemeerk lighederne imellem hy og de duale generatorer fra ssetning 1.7. Nar 7 er
lige f&s (paneer en faktor ) det samme udtryk for hy som for funktionen i i (1.13),
pa trods af at funktionen g i (2.1) ikke opfylder betingelsen (1.14). Af proposition
2.1 folger at ikke en gang en skalering af g kan fa (1.12) opfyldt.

Vi vender os nu mod behandlingen af den anden type generator g beskrevet i
(2.1). Analogt til proposition 2.1 geelder folgende:

Proposition 2.4 Lad n € N og betragt g(x) = sin”(7z/3)x|0,3)(). Da opfylder g
betingelsen (1.14) hvis og kun hvis n € {2,4}. Forn =2 er

> gle—k)=3

keZ

og form =4 er
Zg(m—k)z%.

Pa trods af at betingelsen (1.14) ikke er opfyldt for n ¢ {2,4} er der alligevel
tilfzelde hvor en dual generator af den gnskede form eksisterer:

Seetning 2.5 Lad n € N, b €]0,1/5] og C, D, E € R, og betragt funktionerne
g(z) = sin” (%7”17) X[0,3] (z)
09
hz) = (2)"b(Cg(z) + Dg(z + 1) + Eg(z + 2)). (2.8)
Sa gelder folgende:

(i) Funktionen g frembringer en Gabor frame {EpTng}m nez med en dual ge-
nerator h af formen (2.8) hvis og kun hvis n < 6.

(ii) For m < 6 er de duale generatorer h pa formen (2.8) karakteriserede af fol-
gende:

:CeR, D=1-2C, F=2C —1;
:CeR, D=1-2C,E=1-2C;
: C=1/3,D=1/3,F=-1/3;
: C=1/4,D=1/2,F =1/2;
: C=1/5,D=3/5,F = —-3/5.

S S 3 3 3
I
[ N N
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Beviset for ssetningen kan laeses i Appendiks B.

Strukturen af lgsningerne i seetning 2.5 er interessant. For eksempel ses at lgs-
ningerne for = 1 og n = 2 har samme form, panaer et fortegnsskift pa koefficienten
E. Det er ogsa pafaldende at der for n = 1,2 er mulighed for at veaelge parameteren
C frit, mens der for n = 3,4, 5 er en entydig lgsning. Pa figur 4 og 5 ses eksempler
pa disse par af duale generatorer.

Af proposition 2.4 fglger at vi kan opfylde partition of unity condition for n = 2,4
ved skalering af g. Det bemaerkes at den entydige dual givet af ssetning 2.5 for n = 4
ogsa er karakteriseret af seetning 1.7.

1,04

0,3+
0,31
0,6
0,61
0,4+
0,41
0,24

02
_'2\.1/0 1I 2I 3'7

024 -2 -1 0 1 2 3

Figur 2: Plot af funktionen g(z) = sin(37z)x[0,3 (%) og de duale generatorer h fra
seetning 2.2 for C =0 (tv.) og C' =1 (th.).

0,51

/\ /AN A4
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5

0. 1 2

-0,5 -0,54

Figur 3: Plot af funktionen g(x) = sin(37x)X0,3 (%) og de duale generatorer h fra
setning 2.2 for C =0 (tv.) og C' =1 (th.).
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0,4+

0,2 4

Figur 4: Plot af funktionen g(z) = sin®(37x)x0,3(z) og de duale generatorer fra
seetning 2.5 med C' =0 (tv.) og C = 1/3 (th.).
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Figur 5: Plot af funktionerne g(z) = sin”(imz)x0,3(z) for n = 3,4,5 samt de
tilhgrende duale generatorer i setning 2.5.
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A Beuvis for saetning 2.2

Lad n € N. Vi vil karakterisere alle funktioner h € span{T_jg};_, sdledes at
{EmbThg}mnez 08 {EmpTnh}tmnez er duale frames for L?(R). En fuldstendig
repraesentation af alle funktioner h € span{T_jg}?_, er givet ved

h(z)=rg(x)+pglz+1)+qg(x+2), p,qgreR. (A1)

Tydeligvis er g og dermed ogsa h begraenset, begge har kompakt support og ligger
i L?(R). For at {EmpTng}mnez 08 { EmpTnh}tm nez er duale frames for L?(R), skal
de to funktioner ifglge seetning 1.6 opfylde

Zg(m —n/b—k)h(x — k) =bdn 0, a.e. x €[0,1]. (A.2)
keZ

Da suppg = [0, 3] og supph = [—2,3] er (A.2) opfyldt for n # 0 hvis 1/b > 5,
dvs. b €]0,1/5]. For n = 0 skal vi vise at g og h opfylder

> gle —k)h(z — k) =b, a.e x€[0,1]. (A.3)
k€EZ

Bemeerk at hvis h opfylder

Zg(:r —k)h(z —k)=c#0, a.e. x€0,1], (A.4)
=

hvor ¢ er en arbitreer konstant, sa vil funktionen gh opfylde (A.3). Vi vil nu finde
de funktioner h der opfylder (A.4).
Bemzeerk forst, at da suppg = [0, 3] og x € [0, 1], er

> gla+k)h(z+k) =) glz+k)hx+k). (A.5)

keZ k=0

Indsaettes udtrykkende for g og h i (A.5) fas

> gl +k)h(z + k)

keZ

= rsin® <g7m'> + 7 sin? (gw(az + 1)) + 7 sin? (gﬁ(x + 2))
+ psin <g7m:> sin (gﬂ'(l' + 1)) + ¢sin (gmz:) sin <g7r(;v + 2))
+ psin (gﬂ'(a} + 1)) sin (gﬁ(a; + 2)>

(A.6)
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Ved brug af de trigonmetriske idenditeter

2

sin?x 4+ cos?x =1, sin(x %) =sinzcosy & coszsiny ,

cos(x £ y) =cosxcosy Fsinxsiny , sin2xr =2 sinxcosz ,

cos2x = cos?x —sin?z , 2sin’x =1— cos2x ,

sinx+siny:2sinx+ycosx_y, cosa:+cosy:2cosx+ycosm_y
2 2 2 2
og 2sinzsiny = cos(x —y) — cos(z + y)
kan man omskrive (A.6) til
> gl +k)h(z+ k)
kEZ
(2 i () o ()
= — sin ( -nmz sin ( = sin | =
p MH\GITE) PR T TAMRET
1 P n p
— 5 cos <§n7rm> r+(=1)"p+ (2(—1)777“ —I—p) cos (§7T> + g cos (gmr)
+ g7+ cos () + g acos ()
—r cos (=m)+ = qcos(-nm) .
p " TPERAET) T 1t ET
(A.7)

Hgjresiden i (A.7) er en linearkombination af de tre lineert uafhengige funktio-
ner 1, cos(2nmx) og sin(3nmxz). Derfor er 3, _, g(x + k)h(z + k) konstant, hvis og
kun hvis

0 = psin <g7r) + ¢sin <§n7r) , (A.8a)
O=r+(-1)"p+ (2(—1)"7“ +p> Cos (%r) + g cos (%7%) . (A.8Db)

Da sinus- og kosinusfunktionerne er 2w-periodiske kan vi ngjes med at lgse (A.8)
for n=1,2,3,4,5,6. Vi betragter nu disse tilfaelde separat.

Tilfaeldet n = 1. Ligningerne i (A.8) giver da

(1 (2 V3 V3
0 = psin <§7T> + gsin <§7r) = 7p+7 q, (A.9a)
0= + (=2r +p) (1)+ (2>— = ! (A.9b)
=r—p r4p)eos(gm) +gceos(gm) =—5p-54q. :
Lgsningen hertil er ¢ = —p. Fra (A.7) far vi dermed
3 1 1 2 3 3
Zg(x—i—k’)h(x—i—k)—§r+pcos<§7r>—§pcos<§7r) = Srtyp

keZ

=~ W

= —(2r+p).
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Heraf fplger at (A.3) har lgsningerne

h(z) = %b (2r +p)* (Tg(m) +pg(x +1) — pg(z + 2)) , (A.10)

hvor p,r € R, p # —2r.
Tilfseldet n = 5. Ligningssystemet (A.8) bliver til

3 3
0:—£p—\/—_q, (A.11a)
2 2
1 1
=——p—=q. A.11b
0=-5p-54 ( )
Igen fas lgsningen ¢ = —p. De samme udregninger som i tilfaeldet n = 1 leder atter
til lgsningen angivet i (A.10).
Tilfeeldet n = 3. Ligningssystemet (A.8) giver
{ 0=0, (A.12a)
0=3r—-2p+gq. (A.12b)

Lgsningen er r,p € R og ¢ = —3r + 2p. Indsat i (A.7) giver dette at

3 1
Zg(w+k)h(x+k):§r—p+§q
kEZ

3 1

57 p—|—2( 3r+2p)=0

I dette tilfaelde er det altsa ikke muligt at tilfredsstille (A.3).

Tilfeeldene n = 2,4,6 gennemgas tilsvarende, og vi udelader detaljerne. Det
viser sig, at kun for n = 1,2,4,5 kan g og h veere duale generatorer for L?(R).
Resultaterne kan sammenfattes til at vi for n ¢ 3N far de duale generatorer

() = 3 b(2r — (1)) (rg(@) + po(e+ 1) + (~1)pg(x +2),  (A13)

hvor p,r € R,p # (—1)"2r. For at omskrive disse lgsninger som vist i seetningen
setter vi nu

r
T

Bemsaerk at hvis vi fastholder et r» # 0 og lader p gennemlgbe alle reelle tal, sa vil
C kunne antage alle veerdier i R\ {0}. Og hvis r = 0, sd er C' = 0. Konstanten C
kan altsa antage alle reelle vaerdier. Bemaerk ydermere, at

(20 — 1)(—1)" = m . (A.14)
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Derfor kan alle duale generatorer h af den gnskede form karakteriseres ved

h(z) = gb <Cg(:1:)+(26’ - 1(-1)"g(x+1)+(2C - 1)g(z + 2)),

hvor C € R. O

B Beuvis for satning 2.5

Inden vi gar i gang med beviset for saetning 2.5 skal vi have nogle resultater omkring
trigonometriske funktioner pa plads.

Lemma B.1 Lad n € N. Sa findes der koefficienter cy p, di.n 7# 0 sdledes at

sin?" ¢ = Z Ck,n COS(2k),
F=0 (B.1)

n
sin?" ! xcosx = E d,n sin(2kx).
k=1

Bevis. Vi far brug for fglgende tre idenditeter. Fra [17] har vi

1 /2
sin?? x = —( n) +
4n \ n

Endvidere kan man vise, at

2 n_l_ k 2n cos({(n — x
o ;;)( 1) (k) ((n— k)2z). (B.2)

sin®(x) cos(x) = —é sin(4x) + isin(?x) (B.3)

og ved brug af bla. (B.2), at for n > 2 geelder

sin2"*+1(z) cos(z) = e (2(n + 1)z) + (_Z)n sin(2nz)
S (AN )

(B.4)

Det viser, at vi for ethvert n € N kan skrive

n
sin?" ¢ = Z Ck.n cOs(2k),
h=0 (B.5)

n
sin?" ! xcosx = E di.n sin(2kx).
k=1
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Koefficienterne i (B.3) er tydeligvis forskellige fra nul. Eftersom (Z) #0forn>k>
0 er det klart at at koefficienterne i (B.2) heller ikke er nul. De to forste koeffcienter
i (B.4) er abenlyst ikke nul. Bemaerk endvidere at

) - (),
@en)! (2n)!
K(2n—k)!  (k+2)!'2n—k—2)!"

4

Simplificeres den sidste ligning fas k = n — 1. I (B.4) antager k& dog veerdier fra
k =0 op til k = n — 2. Koefficienten bliver derfor heller ikke nul. Vi har altsa vist
at alle koefficienter ¢y, dg n 1 (B.1) er forskellige fra nul. O

Lemma B.2 Lad n € N. Mengden af funktioner givet ved

{ 1, sinx cosz, sin? T, sin® z cos T, sin? T, ..., sin?”~! z cos x, sin?" }
er et seet af lineert uafhengige funktioner.
Bevis. Vi skal vise, at hvis
1 .2 .4 . 2n
ag-l+ay-sm“xz+ag-sin"x+ ... +a, - -SIN"x (B?)
+ by -sinxzcosz + by - sin®xcosz 4+ ... + by, -sin® Lxzcoszr =0,
saerag=0,ar =0, =0, hvor k=1,...,n.
Fra lemma B.1 fas, at vi for ethvert n € N kan skrive
n
sin?" ¢ = E Ck,n cos(2kx) ,
k=0
(B.8)

n
sin®" !z cosx = E din sin(2kx) ,
k=1

hvor alle koefficienter er forskellige fra nul. Ved brug af (B.8) kan vi omskrive (B.7)
til

1 2

aop -1+ aq Z k1 cos(2kz) + ag Z ck2cos(2kx) + ... +ay Z Ck,n COs(2kx)
k=0 k=0 k=0

1 2 n
+ by Z d,1 sin(2kx) + bo Z di2sin(2kz) + ... + b, Z di.nsin(2kz) =0
k=1 k=1 k=1
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n
<~ ()ICL()—i-ZCLk;C()JC
k=1

<Z arcy k)cos(Zx <Z e k)eos(2lx

I <Z bkdl’,ﬂ) sin(2x)4 ... + (Z bkdl,k> sin(2lz) +
=1

k=l

For ethvert n € N er maengden

{ 1, sin 2z, cos 2x, sin4x, cos4z, ...,

<Z AkCn k)cos(an)
+ (Z bkdn,k>sm(2nx).

k=n

(B.9)

sin 2nx, cos 2nx }

et velkendt seet af linesert uatheengige funktioner. Ligning (B.9) er derfor opfyldt,

hvis og kun hvis

( ag + 2": ax co,r =0, (B.10a)
k=1
Xn:ak cr=0, hvor I=1,...,n, (B.10Db)
k=1
ibkdl,k:(), hvor [=1,...,n. (B.10c¢)
{ -
Lad nu [ = n. Fra (B.10b) og (B.10c) far vi
ap Cpp =0 og bydy,=0.
Men eftersom alle cy, ,,, dg,» # 0, folger at
a, =0 og b,=0.

For [ =n —1 og med a, = b, =0, giver (B.10b) og (B.10c) at
Opn—1Cn—1m-11anCp—1n = An-1Cn_1,n-1 =70
bp—1dn—1n—1+bpdp_1n =bp_1dp—1n-1=0

Men igen, eftersom alle ¢y, di,n, 7 0 betyder dette at

an—1=0 and b,_1=0.

Det fortseettes for I =n — 2, n—3, ..., 1. Endelig giver (B.10a) at ag = 0.

U

Lemma B.2 vil blive benyttet i det fglgende bevis for seetning 2.5.
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Bevis for saetning 2.5. Lad n € N. Vi vil karakterisere alle funktioner h €
span{T_jg}s_, sdledes at {EmpTng}m.nez 08 {EmpTnh}m nez er duale frames for
L?*(R). En fuldsteendig repreesentation af alle funktioner h € span{7T_rg}i_, er
givet ved

h(z) =rg(@) +pg(x+1)+qg9(x+2), pgreR. (B.11)

Tydeligvis er g og dermed ogsa h begraenset, begge har kompakt support og ligger
i L2(R). For at {E,p 1.9 monez 08 { EmpTyh}m nez er duale frames for L?(R), skal
de to funktioner ifglge seetning 1.6 opfylde

> gle—n/b—k)h(z—k) =bbno, ae x€[0,1]. (B.12)
keZ

Supporten for g og h ligger hhv. i intervallet [0, 3] og [—2, 3]. Derfor vil (B.12)
veere opfyldt for n # 0, hvis 1/b > 5, dvs. b €]0,1/5].
For n = 0 skal vi vise at g og h opfylder

Zg(x —k)h(z — k) =b, a.e. x € [0,1]. (B.13)
kEZ

Bemeerk at hvis h opfylder

Zg(:{; —k)h(z —k)=c#0, a.e. z€]0,1], (B.14)
keZ

hvor c er en arbitreer konstant, sa vil funktionen gh opfylde (B.13). Vi vil nu finde
de funktioner h der opfylder (B.14).
Fordi supp g = [0, 3] og « € [0, 1], s er

2

Y gz +k)h(z+k) =Y gla+kh(z+k). (B.15)
keZ k=0

Indsaettes udtrykkende for g og h i (B.15) fas

> glz+k)h(z + k)
keZ

_ o sin2" (%m) + 7sin®” (%w(az + 1)) + 7 sin®” (%”@ + 2>> (B.16)

+ psin” (%mc) sin” <%7T(£B + 1)) + ¢sin” (%7‘(13) sin” (%71’(% + 2))
+ psin” (%W(x + 1)) sin” (%W(x + 2))

Inden vi gar videre, indfgrer vi fglgende fire variable.

atm ) =205 (V) (21 gy = e () (7)),
- E Q)L - s () )
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Vi vil nu omskrive (B.16) til en linearkombination a linesert uathsengige funk-
tioner. Bemeerk fgrst at

sin <%7r(w + k:)) = sin (%7m> cos (%ﬂ'k’) + cos (%ms) sin (%7‘(‘]{)

Ved brug af

n

(a+b)" = Z (’:’L) a"" "™ forn € N

m=0

fas at

sin” <%7T((L‘ + k))

=3 (1) Gre)eos (3e)] [on () in (3o

Ved brug af dette udtryk kan man ved at betragte lige og ulige veerdier for n
separat omskrive (B.16) til

m

keZ
1 Ln/2]
= [r + Z_ <ra(m,m) +(—1)"p ﬁ(m,m)> + Z_ ~v(m,m) [p + (_1)77(]]] in2" <%7m>
[n/2 n
+ ({ Z <T04(m, m—d)+ (=1)"p B(m, m — d))
d=1 m=d
[n/2] )
+ Z v(m,m —d)[p+ (_1)nq}] gin2n—2d <§7r:c> )
m=d
+ ’S ([ i <7°a(m,m —d) + (=1)"p B(m,m — d))} in2n—2d (;1;7w> )
d=[n/2]+1

L(n— 1/2J L(n 1)/2]
+ <

Z §(m,m—d) [p— (—1)’7q}} sin?7—24-1 (%ﬂ'm) cos (%ﬂ'm) >

+ra 77,0 pﬁ (n,0) .
(B.17)

Bemaerk at hgjresiden i (B.17) er en linearkombination af funktionerne

{ 1, sinz cosx, sin® z, sin® x cos z, sint z, ..., sin?* "z cos z, sin®" m} . (B.18)

I lemma B.2 vises at funktionerne i denne maengde er lineert uafhengige. Ifglge
(B.14) skal nu ), ., g(z + k)h(z + k) = ¢ # 0, a.e. x € [0,1]. Det er muligt, hvis
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og kun hvis

( Ln/2]

0=+ > (rotm,m)+ (=1)"ps(m,m)) + >- A(m,m)[p+(~1)"a]  (B19%)
m=0 m=0
n [n/2]

0= Z(roz(m,m—d)—i—(—l)”pﬂ(m,m—d})+Zv(m,m—d) [p+(—1)"¢] (B.19b)
m=d m=d

0= Z(ra(m,m—d)+(—1)"pﬂ(m,m—d)) (B.19¢)
m=d
L(n—1)/2]

0= > d&(m,m—d)[p—(~1)"q] (B.19d)

\ m=d

Ligning (B.19b), (B.19¢) og (B.19d) skal veere opfyldt for hhv. alle heltal d for hvil-
ke 1<d<|2],[2]+1<d<n-1o0g0<d< |%1] Bemerk at afhaengig af n
vil (B.19b), (B.19¢) og (B.19d) give et forskelligt antal ligninger og i nogle tilfaelde
endda ingen. Vi vil nu lgse ligningsystemet (B.19) for specifikke 7. Tilfeeldet n = 1
er allerede behandlet i saetning 2.2.

Tilfeeldet n = 3. Ligning (B.19a) bliver til
0=3r—2p+gq. (B.20)

Ligning (B.19b) skal geelde for 1 < d < L%J, altsa for d = 1, og giver

9
P=g¢ (B.21)

Ligning (B.19c) skal geelde for L%J +1<d <2 altsa for d = 2, og er

97 27
_ 2t B.22
16 167 (B.22)

Ligning (B.19d) skal gaelde for 0 < d < 1, altsa for d = 0 og d = 1, som giver de to
ligninger

3
0=0, 0:§\/§(p+q). (B.23)
De 5 ligninger har lgsningen r € R, p = —¢ = r. Fra (B.17) fas nu at funktionen
h(z) = rg(x) +rg(z +1) — rg(s +2) (B.24)

opfylder

N
Zg(:c +k)h(x + k) =ra(3,0) —pB(3,0) = (—) 3r. (B.25)

4
kEZ
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Dermed vil funktionen

h(z) = (g)gb(% g(z) + %g(xﬂ) - %g(m—l—?)) (B.26)

veere veere den éntydige lgsning til (B.13) af formen (B.11).

Tilsvarende beregninger foretages for n = 2,4 og 5, disse undlades dog her. Re-
sultaterne ses under punkt (ii) i seetningen.

Lad os nu vise at der ikke er dualer pa formen (B.11) for n > 6.
Bemaerk forst at hvis alle ligninger i (B.19) er opfyldt, sa folger der fra (B.17)
at

> oo+ RhCe + K) = ralo,0) + (~1)"950,0) = C)'er+n. @2

Nar n > 6 vil (B.19¢) indeholde mindst to ligninger. Betragt de to ligninger fra
(B.19c) ford=n—1o0g d =n — 2, dvs.

1
p=r(n—2) og p= —67“(772 —11n+12>- (B.28)

Bemaerk at begge ligninger er opfyldt hvis » = p = 0. I dette tilfeelde folger dog fra
(B.27), at

> gz +Ek)h(z+ k) =0. (B.29)
keZ

En skalering af h sddan at (B.13) er opfyldt er i dette tilfselde umulig. Vi ma derfor
kreeve at

P
n = 67} n+12).

Dette er dog kun tilfaeldet for n = 0 eller n = 5. Derfor er det ikke muligt at finde
p,r € R saledes at alle ligninger i (B.19) er opfyldt nar n > 6. O
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