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Resultat i matematisk analys kan ibland belysas med sannolikhetsteori. Nedan
studeras egenskaper hos Gammafunktionen. Resultaten &ar inte nya, men de sanno-
likhetsteoretiska hirledningarna ar kanske inte sa vilkdnda. Bakgrunden till vara
overviaganden ar foljande egenskap hos exponentialférdelningen: Lat X, Xs, ... va-
ra oberoende exponentialfordelade stokastiska variabler alla med vintevardet ett,
dvs

PXp>x)=e* x>0, k=12,....

DA géiller att de stokastiska variablerna max(Xy,. .., X,,) och >, _, Xx/k har sam-
ma sannolikhetsférdelning (visas nedan i Avsnitt 3).

Vart arbete har inspirerats av [1] och [6], men framfor allt av den fascinerande
framstéllningen i [5], avsedd for matematikstuderande och deras lérare, av Eulers
konstant

(N
v = nh_)rrolo (; T In n) = 0.5772156649. .. ,

Eulers Gammafunktion
I'(t) = / et te " dr, t>0,
0

och Eulers 16sning av det s.k. Baselproblemet, dvs den forbluffande identiteten

2 6
— k 6

Om geniet Leonhard Euler, kanske 1700-talets frimste matematiker, och hans ar-
beten kan lasas i [2]. En med var besliktad men mer matematisk uppsats ar [4],
som ocksa innehaller en méngd referenser till Gammafunktionen.

For fullstdndighets skull ges i Avsnitt 2 ett bevis av existensen av gransvardet .
Avsnitt 3 innehaller egenskaper hos exponentialférdelningen. Nagra olika represen-
tationer av Gammafunktionen hérleds i Avsnitt 4. Momentgenererande funktioner
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och konvergens av moment studeras i Avsnitt 5. Slutligen visas reflektionsformeln
for Gammafunktionen och Eulers produktformel fér sinusfunktionen i Avsnitt 6.

I fortsdttningen betecknar X, X5, X3,... oberoende exponentialfordelade sto-
kastiska variabler alla med vantevirdet ett.

1 Eulers konstant.

Satt H, =Y ,_,1/k, A, = H, —Inn och B,, = H, — In(n + 1). Eftersom 1/z &r
avtagande i x sa géller

Apir — A, = —/ —dx <0, Bpi1—B,= —/ —dr >0,
n+1 n T n+1 nt1 T

och
0<A,—-B,=In(1+1/n) -0, n—oo.

Foljaktligen konvergerar talfoljderna Ay =1 > A > A3 > ... och B =1—-1In2<
Bs; < B3 < ... mot samma gransvarde, Eulers . Det dr anmérkningsvért att redan
1735 berdknade Euler gransvirdet med fem korrekta decimaler, se [2, s. 137139
och [5, s. 51, s. 89-90]. Metoder f6r berdkning av v med ett stort antal decimaler
anges i [3].

2 Egenskaper hos exponentialfordelningen.

For en exponentialfordelad stokastisk variabel 7' med intensitet a (och véntevirdet
1/a) géller minneslisheten

P(T>x+y|T>z)=e @) /e70% = ¢=W = P(T' >v), x,y>0.

Denna kan tolkas: Ett objekt med exponentialférdelad livslangd aldras inte.

Sats 1 De stokastiska variablerna max(Xq,...,X,) och > _, Xi/k har samma
sannolikhetsfordeling och for alla reella tal x sa gdller da n — oo

P(max(Xy,...,X,)—lnn<z)=P (ZXk/k:—lnn < a:) —e .
k=1

Beuvis. Betrakta n objekt med livslangder Xy, ..., X,,. For den kortaste livslangden
galler

P(min(Xy,...,X,) >z)=P(X; >z)---P(X, >x)=e ", x>0,
dvs samma foérdelning som X, /n har. Nar objektet med den kortaste livslangden

dor sa aterstar n—1 objekt, som alla ar som nya, eftersom objekten inte aldras. Dar-
for géaller att tiden mellan den kortaste livsldngden och den néstkortaste ar fordelad
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som X,,_1/(n—1) och oberoende av den kortaste, etc. Foljaktligen har den langsta,
livslingden max(Xj,...,X,) samma sannolikhetsfordelning som »_;_, X /k med
fordelningsfunktionen

P <Xn:Xk/k; < :E) = P (max(Xy,...,X,) <x)
k=1

=PX1<z)---PX,<z)=(1-€e%", 2>0.
Detta ger foljande konvergens da n — oo
P (ZXk/k: —Inn < 1:) = P (max(Xy,...,X,) —Inn <z)
k=1

=max ((1 —e*/n)",0) — exp (—e ™)

mot den s.k. Gumbelfordelningen. [ ]
Lagg marke till att vintevardena konvergerar mot Eulers konstant d& n — oo
n n
1
E (max(Xy,...,X,) —lnn)=F <2Xk/k‘ — lnn) = z Inn — 7.
k=1 k=1

For en exponentialférdelad stokastisk variabel X med véntevirdet ett géller
P(-InX <z)=P(X >e ") =exp(—e ),

dvs —In X ar Gumbelfordelad.

3 Representationer av Gammafunktionen.

Ursprungligen studerade Euler integralen fol(— Inu)t~tdu, t > 0, som erhilles ge-
nom substitutionen z = —Inw i [(t) = [;°2'"'e *dz. Beteckningen I'(t) och
namnet Eulers Gammafunktion inférdes av Legendre, se [5, s. 53].

Man ser latt att I'(1) = 1 och genom partiell integration att I'(t + 1) = tI'(¢) for
t > 0, varav foljer att I'(n + 1) = n! for n =0,1,2,..., dvs Gammafunktionen in-
terpolerar fakulteter. Man kan visa att Gammafunktionen dr den enda logaritmiskt
konvexa funktion med dessa egenskaper, jfr [5, s. 56].

For interpolering av fakulteter foreslog Euler som ett alternativ till I'(¢)

rlrt

i
rooo t(t+ 1) - (t+7)

t>0,

se [, s. b5]. Gauss gjorde en nogrann undersokning av gréansvirdet, som ibland
kallas Gauss definition av Gammafunktionen. Det dr ingalunda uppenbart att detta
gransvarde och T'(¢) definierar samma funktion.

For ickeheltal ¢ < 0 kan Gammafunktionen definieras rekursivt genom

T(t) = T(t+1)/t.
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Sats 2 Fort+# —1,-2,-3,...,

o0
t et/

1+t/k

nln
I'(1+¢%) = lim — et
(1+¢) nooo (E+ 1)~ (t+n) kl;[l

Beuvis. For t > —1 géller

n

B (e*t Z:Zle/k) _ kli[lE <€—th/k> _ kljl/ooo L H - -|-1t/k7

k=1
och
—tmax(X1,...,Xn) > —tx d —z\n —t " t n—1
E(e Leeodin)) = e —1—-e")"dr=n y' (1 —y/n)"" " dy.
0 dx 0
Eftersom > ;_, Xi/k och max(Xy,...,X,) har samma sannolikhetsfordelning sa
foljer att

/n y'(1—y/n)"tdy = o—t(Xor_, 1/k=Inn) ﬁ et/k
’ U

Olikheten

| —

(=Dl —y/m) = —(n -1 _(%)jg_g 0<y<n,

<

och dominerad konvergens visar att da n — oo

E (e‘t(maX(Xlw’Xn)—ln">> — / y' (1 —y/n)" tdy — / yle ™ Vdy = (1 +1).
0 0

Alltsa géller for ¢t > —1

t/k

n
D(1+t)=e " li ‘
o=t 1157

och
o(t=1)/k

li —y(t-1)
nboo © ]};[11+(t—1)/k

n —yt L ot/k T'(1+1)
_ qim e(t/ner =300 1/) € - =T(1+t-1).
oo © ’ ¢ kUl 1+t/k / (1+t-1)

Dérmed har vi for ¢t > —2 and ¢t # —1 att

o t/k

'n
T(1+t)=e " ] —— = i - .
(1+t)=e k[[llth/k oo (t+ 1) (t+ 1)

t
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Pastaendet foljer genom induktion. [ |
Ur ovanstaende sats foljer Gauss representation av Gammafunktionen

n!nt
I'it) = Ui .
= I )

Vi far ocksa Weierstrass produktgransviarde

—yt X et/k

v =—-11 1+t/k’

k=1

och for Psi- eller Digammafunktionen W(t) = I(¢)/I'(¢) att

d 1 1
\I’(t) = %lnl“(t) :_VJFX_%(k—-I—l_k—-l-t) .

Uppenbarligen ar W(t) vixande pa positive reella linjen, vilket visar den loga-
ritmiska konvexiteten av Gammafunktionen.

Fran ovanstande formler, serieutveckling och omkastning av summationsordning
far vi for —1/2 <t < 1/2

InT(1—t) :7t+§:(—t/k—ln(1—t/k‘)) :7t+§:§:<t/7’<)” :VHi@tu,
k=1 k=1v=2 =2

dar
=1
C(v) = Z ok
k=1

Se [5] for ytterligare resultat and diskussion av Zetafunktionen.

4 Momentgenererande funktioner.

Sats 3 Fort <1,

och forr=1,2,...,
E((max(Xy,...,X,) —Inn)")=FE <<ZXk/k—1nn> )
k=1

— (=1)'TM(1) = / (—lnz)" e *dr, n— oo.
0
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Bevis. Genom att t ersidtta med —t i beviset av Sats 2 foljer forsta pastaendet.
Fort <1

Nl—-t) = / y e Vdy = / ee " exp(—e ") dx
0

— 00

(e%e] oo _t)T oo
= e T gy — (Gl / (Inz) e * dx.
/o ; b Jo

Déarmed foljer att gransvardet I'(1—¢) &r momentgenererande funktion for Gumbel-

fordelningen exp(—e~7). Eftersom konvergens av momentgenererande funktioner i

en omgivning av origo implicerar konvergens av alla moment, visar detta det andra

pastaendet. [ |
Speciellt har vi da n — oo

E (ZXk/k:—lnn) :Z% —Inn —y=-TI"(1) = —/ e *lnzde,
0

k=1

jfr [1]. Eftersom X7, X5,... ar oberoende alla med vanteviarden och varianser lika
med ett fas

E (ixk/k — lnn> = FE (i(xk — 1)2/k2> + (i 1/k — lnn)
k=1 k=1 k=1

=1
%Zﬁ—i—vQ:F"(l), n — 00.
k=1

I sjilva verket géller att den stokastiska serien v + Y, (X} — 1)/k konvergerar
med sannolikheten ett mot en Gumbelférdelad stokastisk variabel med vantevardet
v and variansen Y .-, 1/k* = 7%/6.

For en Gammafordelad stokastisk variabel X, med titheten 2% e~ /T'(a), z >
0, och formparametern a > 0, &r momentgenererande funktionen

E (e"e) = /000 e te " T(a)dr = (1 —t)~%, t<1.
For summan av tva oberoende sadana stokastiska variabler X, and X fas
E <et<Xa+Xb)> =1-t)~ " <,
vilket visar att X, + X; gammafordelad med formparameter a + b. Vi har
E(lnX,) = /OO Inzz®te™*/I'(a)dx =T"(a)/T(a) = ¥(a).
0
Eftersom In x ar viaxande och X, > 0

U(a+b) =E(n(X,+ Xp)) > E(In X,) = V(a).

Alltsa ar Psifunktionen vaxande, vilket ger ytterligare ett bevis for den logaritmiska
konvexiteten av Gammafunktionen, jfr [1].
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5 Reflektionsformeln for Gammafunktionen och produktformeln
for sinusfunktionen.

Sats 4 For —1 <t <1,

(1 1-—- =
L+ 0T —1) " sinnt H t2/k2

Bevis. For X and Y oberoende och exponentialfordelade med vanteviarde ett ger
resultaten ovan att for —1 <t <1

tln X . r etk Ty L etk
(e )=T(1-t)=e kl;[ll_t/k, (") =T(1+t)=e ]};[11+t/]€
Av symmetri foljer
o 1 ) N
H T-2/k2 =I'l+)l'1—-¢t)=FE (et(l Y-l X)) :E((Y/X)“')_
k=1
Foru >0

PY/X<u)=PY/u<X)=F (e_y/“> = /000 e VeV dy = u/(u+ 1).

Alltsa for —1 <t <1

B ((v/x)") = /0 ! dciuil du = /0°° (1) du

— |t |t\ 1
H/ /u+ ) sm7rt

ur nedanstaende sats, vilket visar pastaendet. [ ]

Sats 5 [“u*"'/(u+1)du=7/sin7a for 0 <a < 1.

Bevis. Genom integration i komplexa talplanet erhalls

+oo ua—l 0 ua—l )
/ du — 2mi(—1)""1 + / —— e?mile=) gy = 0,
0 u+1 oo Wt 1

vilket ger

o0 ua_l . .
/ 1 du (1 — e*™) = —27i ™
0 u

Alltsa

< ot —2mie™ s
du = S = .
o u-+1 1 — e=ma sina
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|
Genom serieutveckling
sin 7t = -
2 212\ 1 42 2
— =1—-7*?/6+-- k|_|1<1_t JE*)=1—t kg_ll/k: +

far vi pa samma séatt som Euler 16sningen till Baselproblemet
pr— k B

ifr [2,s. 111], [5, s. 38-41] och [6).
Fran Sats 4 och relationen I'(t + 1) = tI'(t) foljer att produktformeln for sinus-
funktionen och reflektionsformeln for Gammafunktionen

smﬂ't—me <1——> = m

galler for alla ¢, jfr [5, s. 59].

Tack. Jag tackar Torgny Lindvall for viktiga anmérkningar och uppmuntran.
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