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Gibbs’ fanomen swinger i 2D

Ole Christensen, Kristian Berg Thomsen, Mads Paulsen
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1 Introduktion

Gibbs’ faenomen er et velkendt og overraskende problem indenfor Fourieranalyse.
Overraskende fordi forskellen (“overshootet”) mellem en funktion og den tilhgrende
Fourierraekkes afsnitssum (i 1D) altid er ca. 9% af springet teet ved et diskontinu-
itetspunkt. Overraskende var det ogsa for fysikeren Michelson, der i 1898 byggede
en maskine, der kunne plotte afsnitssummen af en Fourierraekke. Han sa, hvad der
senere ville blive kendt som Gibbs’ faenomen, men var overbevist om, at afsnitssum-
mernes “overshoot” skyldtes fejlfyldt apparatur. Imidlertid var feenomenet allerede
opdaget og forklaret af Henry Wilbraham i 1848. Lgbende gennem 1900-tallet er
feenomenet blevet underspgt for funktioner af to variable (f.eks. [4]), men uden den
samme gennemslagskraft.

I denne artikel viser vi, at Gibbs’ feenomen ogsé finder sted for funktioner af to
variable, og at “overshootet” her opferer sig meget anderledes. Vi angriber dette
ved forst at udlede et generelt udtryk for stgrrelsen af “overshootet” for Fourier-
raekker for funktioner af én variabel. Derefter bevaeger vi os videre til funktioner af
to variable, hvor vi i fgrste omgang vil skabe et overblik over forskellene mellem dis-
kontinuerte funktioner af én og to variable. Ved hjelp af resultaterne for funktioner
af én variabel vil vi vise, at “overshootet” for funktioner af to variable langt fra er
lige sa simpelt som for funktioner af én variabel. Teknisk ggres dette ved at udlede
et eksakt udtryk for “overshootet” for funktioner af typen f(z,y) = f1(z)f2(y).

1.1 Fourierrzkker for funktioner af én variabel

Vi vil starte med kort at opridse de ngdvendige forudsstninger for at forsta de
senere resultater. Som udgangspunkt formodes det at leeseren er bekendt med ge-
nerel teori for Fourierraekker for funktioner af én variabel (se [3], [B], eller eventuelt
[8] for en gennemgang pa norsk). Vi definerer

L (—m,7) = {f ] —m, 7= C ‘ /7; |f(t)|%dt < oo}.

For generel teori om funktionsrum som ovenstiende, se [7], [2]. Til en 27-periodisk
og kvadratisk integrabel funktion f, (herefter f € L?(—m, 7)) knyttes Fourierraek-

ken ‘
f) ere™ ™, (1.1)
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hvor Fourierkoefficienterne ¢ er givet ved

1 (7 ,
L = — cretdt.
2w

Ved den N’te afsnitssum af Fourierraekken for f forstas den endelige sum

SNf Z Ckefzkt

k=—N
Vedrgrende Fourierrackkens konvergensforhold haves Fouriers seaetning.

Saetning 1.2 (Fouriers ssetning). Lad f vere en stykkevis differentiabel og 2m-
periodisk funktion. Sa konvergerer Fourierrekken for f punktvis for allet € R. For
Fourierreekkens sum geelder:

(a) Hvis [ er kontinuert i ty sa er,

Z cpe” o = f(ty).

kEZ

(b) Huis tg er et diskontinuitetspunkt for f sa er,

EckeZ =

kEZ

(f(tg) + f(tg)) -

[\J\*—‘

For en givet funktion er man altsa ikke sikker pa, at Fourierrackkens sum er lig
funktionsveerdien f(t) for alle ¢ € R, hvilket er grunden til, at vi har brugt symbolet

77N££ 1 '

2 Gibbs’ faanomen for funktioner af én variabel

I dette afsnit udleder vi Gibbs’ feenomen for funktioner af én variabel. Vi starter i
afsnit 2.1 med at betragte funktionen f = x|o,x], 0g viser at Sy X[o,r] har maksimum

i punktet
T

TN+

og at maksimumsveerdien konvergerer mod 1.0895. Dette benytter vi i afsnit 2.2 til
at vise Gibbs’ fenomen for generelle funktioner af én variabel.

2.1 Udledning af Gibbs’ faenomen

I dette afsnit udledes Gibbs’ faenomen for f = x[o.-. Med [I] og [5] som forbillede
gores dette ved fgrst at finde maksimum for Sy f og derefter bestemme veerdien i
dette punkt.
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Lemma 2.1. (i) Lad N € N, sd har SxX[o,x] maksimum i punktet

™

N+1

™ =
(ii) I grensen er “overshootet” i dette punkt

T s 1 1 sint
lim (S T )- T ) ) =—24= [ gt~ 0.0895.
Ngnoo< NX[07] (N+1) Xo:] <N+1)> 2+7r/0 t

Bevis. Pa grund af symmetri er det tilstrackkeligt at betragte intervallet }0, g}
Fourierraekken for x(g . er

1 2 = sin(nt) 1 2 =sin((2n+ 1))
f(t)’\‘i"'; Z —54‘;;?

n ulige

Da alle de lige Fourierkoefficienter er 0, betragter vi kun de ulige afsnitssummer
for Fourierrzekken.
N
1 2 sin((2n + 1 )
Sony1X[0,x(t —5 g E_ N=1,23,....

Vi gnsker nu at finde maksimum af denne funktion. Vi differentierer derfor funk-

tionen

2
Song1(t) = = (cos(t) + cos(3t) + cos(5t) + Z cos((2n + 1)t).
T
Ved brug af Eulers formel fas
| X
Sony1(t) == Z ( i@nt)t 4 o= (2"+1)t)
n=0

( Z z2t Z(eiQt)n> )

n=0 n=0

:1

>H>~

Vi kan nu benytte formlen for summen af en endelig potensrackke. Dette giver (da
te]o,Z]),

it ] _ gi2t(N+1) =it | _ g—i2t(N+1) 1 @i2t(N+1) _ p—i2t(N+1)

e
! - - - - - _
Sana(t) = T 1 — e2it + T 1—e—2it g elit — e—it

Ved at benytte Eulers formel for sinusfunktionen fas

Sixal) = ¢ (HEE2D). (22)

™ sin(t)
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For at finde lokale maksima bestemmes rgdderne i ovenstaende. Det ses at

km
SéN—i—l(t):O@t:Tk:m? k:1,2,,N+1
Vi betegner 74, hvor k er ulige med Tyige 0g tilsvarende for % lige med 7jge. Ved
at differentiere Sony1 en gang yderligere ses det, at Sg\; +1(Tuhge) er negativ, og

Sg\; 1 (Tige) er positiv. Derfor findes de lokale maksima i punkterne 7yjige. Ved brug

af (2.2)) ses at

P sin(2N + 2)u ¢ 1
= % du= ! du = t) — = t) — =.
/0 pr /0 San1(u)du = San41(t) = S2n41(0) = Sana(t) — 5

Vi far altsa, at afsnitssummen kan skrives som

Fsin(2N + 2)u 1
= [ — = . 2.
San1(?) /0 msinw du+ 2 (2:3)

Ovenstaende udtryk kan ogsa opnas ved brug af Dirichletkernen, men denne frem-
gangsmade er valgt, for at artiklen kan leeses uden forudgaende kendskab til kerner.

Vi gnsker nu at bestemme hvilken 7jige, der maksimerer San 1. I denne forbin-
delse er konstanten i irrelevant. Neevneren i

sin(2N + 2)u
Tsinu

vokser monotont i intervallet ]0,7/2], mens teelleren oscillerer afheengigt af N.
Det betyder, at amplituden af svingningerne af integranden i (2.3)) er monotont
aftagende. Derfor er stgrrelsen af integralerne

Titl sin(2N + 2
/ SMEN 2w, 1o N

S mTsinu
ogsd monotont aftagende. Da integranden er skiftevis positiv og negativ maksi-
meres det samlede integral altsa ved at integrere op til det fgrste nulpunkt 7.
Maksimumspunktet for Sy findes derfor i

. v
T ON 42

t:Tl

Vi lader Ay 41 betegne maksimum af Soyyq for 0 < ¢ < 5. Da Say 41 har maksi-
mum i 77, er Aan41 givet ved

N

. 1 2 1 (2k+ )7
Agy g1 = = ovis) =5t ' '
aN+1 = San+1(71) 52N+1(2N+2> 2+7Tkz_02k+1sm<2]v+2>

Ved at definere &, og Aty som

™ 2k +1)m

Aty = =
FENTT T Ntz

k=0,1,..,N,
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opnas fplgende udtryk

1Y sin &
Aany1 = +*Z kAt

1
2 7 Pt &k

Det sidste led er en Riemann-sum for integralet

1 [Tsint
1 / sint
v 0 t

1 1 [T sint
lim A = -+ — —dt =~ 1. .
N1—r>[<l>o ON+1 3 + - /0 ; dt 0895

Derfor gelder at

Vi har hermed vist at

T 0 1 1 [Tsint
lim Sy (—— ) - ) )=+ o
N§;<N<N+1>'WW<N+1>> 2+WA t

1 1 [Tsint
=——4 = —dt O
2+7T/0 t

Ovenstaende bevis kunne have veeret udfert tilsvarende for minimumspunktet
t = —«77- Vi har valgt maksimumspunktet, da man normalt betragter feenomenet
som et “overshoot”. For generelle funktioner med diskontinuitetspunkt i ¢y, ved man
ikke om afsnitssummerne har minimum eller maksimum i ¢t = tg + NLH Ikke desto
mindre opstilles alle artiklens seetninger alligevel for punktet ¢ = ¢+ 577 da det er
storrelsen pé “overshootet” der er interessant. Om der er tale om et “undershoot”
eller et “overshoot” er mindre vaesentligt.

Bemsaerk at 75, blev defineret som

km

RT 9N 127

og at dette er maksimumspunktet for Sony1, den (2N + 1)’te afsnitssum af Fouri-
errsekken. Da alle Fourierkoefficenter med lige indeks er 0, kan vi slutte, at maksi-
mumspunktet for Sy er givet ved

™
71 -

Ovenstéaende definition vil blive benyttet i resten af artiklen.

2.2 Gibbs’ f&enomen for generelle funktioner

Ved hjelp af ovenstdende udregninger for funktionen x[o ) vil vi nu udlede et
resultat for “overshootet” af Sy f for en generel funktion f. Vi vil fa brug for
fglgende udtryk, som vil blive brugt flittigt i resten af artiklen:

o v
TN+1

1 1 ["si

Folgende saetning beskriver Gibbs’ faenomen for generelle funktioner.
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Szetning 2.5 (Gibbs’ fenomen). Lad f € L?(—m,w) vere en funktion, der er
kontinuert og stykkevis differentiabel i en udprikket omegn omkring ty. Sd geelder:

Nhfloo (SNf(to +71)— f(to +71)) = [f(tar) — 1) - < 1 / smt >
~0.0895 - [£(t5) — £(t5)]

Bevis. Da f er kontinuert i en udprikket omegn om ¢, geelder at afsnitssummerne
af Fourierrsekken for f opfylder at

for n — oo.

(S 1) (to) — 1122 S o)

Vi danner nu funktionen

_ f(t) _6'X[O,rr}(t_t0> t?éto
e = {f(to) =ty

Vi bemaerker, at h er kontinuert i en aben omegn om tg, thi

h(ty) = ftg) —d- oﬂ](to to)
= f(ty) — (f(t5) — f(ts))x10,m/(07)
= f(t5) - f(%)"‘f(to)
= f(ty).

En tilsvarende udregning viser at h(t, ) = f(ty )-

Da bade xo,x](t — to) og f er stykkevis differentiable i en dben omegn om t,
ma h ligeledes veere det. Derfor konvergerer afsnitssummerne af Fourierraskken for
h punktvis mod h i en aben omegn om tg.

Ved at omrokere leddene i definitionen af h fas

f() = h(t) + 6 - Xp0,x (t — to)-

Fourierrackken for en sum af flere funktioner er blot summen af Fourierrackkerne
for de enkelte funktioner. Derfor er

(Snf)(t) = (Snh)(t) + 0 - (SnX[o.))(t —to).

Fourierraekken for xo . (t —to) er blot en translation af Fourierrsekken for xpo, - (t)
(se lemma side [14]). Derfor er

Jim ((st) <to + NL) ! < or NL) )

= Jlim ((SNh) (to + N—i—l) + 6 (Snx[0,7) (Nj—l) —f (fo + Ni 1) >
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Da h er kontinuert i en &ben omegn om %, og der eksisterer et Ny, sddan at t0+NL+1
er indeholdt i denne abne omegn for N > Ny, ma

™

Desuden gaelder

T
to+N7+1%t3'forN%oo.

Fra lemma ved vi, at limN%oo(SNX[OJr]) (NLH) = v + 1, og kombineres dette
med ovenstaende, fas

N—o00

lim <(5Nf) <t0+N7—T|-1) —f<t0+N7_T'_1)> = h(tg) +0-(v+1) = f(t5)

= ftg)+6-(v+1)— f(t5)
=-5+0-v+90

=4-v.
O

Vi skylder efterhdnden laeseren en forklaring pa navngivningen af Gibbs’ feeno-
men. Josiah Willard Gibbs var en amerikansk matematiker, der forsggte at forkla-
re, hvorfor Michelsons maskine ikke opfgrte sig som forventet. Han forsggte af to
omgange i 1898 og 1899 at forklare feenomenet, men hans fremstillinger var hen-
holdsvis forkerte og ufuldsteendige. I 1906 udgav landsmanden Maxime Bocher en
fuldsteendig analyse af faenomenet og opkaldte det efter Gibbs.

P& trods af at Gibbs’ fremstillinger var forkerte og ufuldstaendige, blev faenome-
net alligevel opkaldt efter ham. Endnu mere kurigs forekommer navngivningen, da
man senere fandt ud af, at briten Henry Wilbraham havde lgst problemet 50 ar
fgr, Gibbs kom med sit fgrste fejlslagne forsgg. For flere detaljer og anekdoter om
opdagelsen, se [6].

3 Gibbs’ faenomen for funktioner af 2 variable

Vi vil nu bevaege os videre til funktioner af to variable. Vi vil i afsnit disku-
tere nogle interessante problemstillinger vedrgrende springet, der opstar, nar man
betragter diskontinuerte funktioner af to variable. Her viser det sig nemlig at sprin-
get i 2D ikke kan udledes af springene i 1D, og at springet ikke ngdvendigvis er
entydigt bestemt. Derefter vil vi i afsnit indfgre Fourierrsekker for funktioner
af to variable. Med Fourierraekkerne pa plads er vi i stand til at analysere Gibbs’
feenomen for funktioner af to variable i afsnit 3.3 .
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3.1 Overvejelser angaende funktioner af to variable.

For at vise kompleksiteten af Gibbs’ feenomen i 2D er det som tidligere naevnt
tilstraekkeligt at betragte funktioner af typen

flx,y) = fri(z) - f2(y). (3.1)

Fremover er det implicit, at der med “funktioner af to variable” menes funktioner af
denne type — ogsa kaldet tensorprodukter. Tensorprodukter er valgt, fordi det giver
tre klare fordele. Forst og fremmest er analysen af sidanne funktioner tilstrackkelig
til at indse at Gibbs’ feenomen er totalt kaotisk i hgjere dimensioner. For det an-
det bliver udregningerne af Fourierkoefficienterne betydeligt nemmere (se lemma
end udregningerne af Fourierkoefficienter for generelle funktioner, der kan bli-
ve meget vanskelige. For det tredje simplificerer det nogle af de problemstillinger,
man mgder, nar man gar fra funktioner af én variabel til funktioner af to variable.
For sddanne funktioner kan der nemlig hgjst veere fire forskellige greenseveerdier
omkring et diskontinuitetspunkt. Man behgver saledes kun at bestemme greense-
veerdierne omkring et diskontinuitetspunkt, (zg,yo) fra fire forskellige retninger:
(23,93 )s (23,90 ) (25,93 ) (25,90 )-

Nér man undersgger diskontinuerte funktioner af to variable, er der iszr én ting,
der springer i gjnene. Da der er op til 4 forskellige greenseveerdier omkring et dis-
kontinuitetspunkt, er springet i diskontinuitetspunktet ikke ngdvendigvis entydigt
defineret. Lad os illustrere denne problemstilling med et konkret eksempel.

Eksempel 3.2. Vi betragter en 27-periodisk funktion

f@y) = (xom@ +1) (Xom®) +2), @,y €] - 7).

Vi ser, at bade x[o,x] + 1 0g X[o,x] + 2 er diskontinuerte i 0. Funktionen er plottet i
Figur [1} Det forer til folgende mulige gennemlgh af diskontinuitetspunktet (0, 0):

f(0*,0%)

6, f(07,0%) =3,
F(07,07) =2, -) = 4.

£(07,07)

Ved at tage differencen mellem de mulige greensevaerdierne ses at springet kan vaere
enten 1, 2, 3 eller 4, alt efter hvilken retning man gennemlgber diskontinuitetspunk-
tet 1. O

For funktioner af én variabel har vi set, at der er en stzerk kobling mellem “overs-
hootet” og springet. For at kunne lave en tilsvarende kobling mellem “overshootet”
og springet for funktioner af to variable er det ngdvendigt at have en entydig defi-
nition af springet. Derfor vil vi nu definere springet for en funktion af to variable.

Definition 3.3. For funktioner af to variable f(x,y) = fi(x) - fa(y) defineres
springet § som det storst mulige spring i punktet (xo,yo). Dvs. som den storst
mulige forskel mellem 2 af folgende 4 talstorrelser
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Figur 1: Plot af f(z,y) = (X[O,ﬂ (z) + 1) (X[O,,r] (y) + 2).

Det er nu relevant at tage stilling til, hvordan springet som defineret ovenfor
kan udregnes. Intuitivt kunne man tro at lgsningen ville veere at gange springene
i z- og y-retningen sammen. Det fglgende eksempel viser, at dette ikke er korrekt.

Eksempel 3.4. Betragt funktionen
f($7y):fl(x)f2(y):zy, 'T'aye]_ﬂ-vﬂ]

og udvid funktionen til en 2w-periodisk funktion i bade x og y. Det vil give folgende
spring for funktionerne af én variabel:

(51 :(52 = —27.

Betragt nu det maksimale spring af f. Bade f; og fo er diskontinuerte i 7. Det
maksimale spring finder sted i graensen mellem punkterne (7=, 77) og (7,7 T):

5= f(n,77) = fla=,7t) = 7* = (=) = 202,
Dette er tydeligvis ikke lig med:
610y = (=2m) - (—2m) = 4n%. O
3.2 Fourierrekker af funktioner af to variable

Vi tager nu fat pa Fourierreekker for funktioner af to variable. Disse kan defineres
helt parallelt med Fourierraekker for funktioner af én variabel. Vi indfgrer forst

|| 1teedy < oo}.

L (] —m,7)?) = {f:}w,ﬂz - C
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Fourierraekken for en funktion f € L2(] — ,7]?) er givet ved

9] oo
foo D00 D0 emne!t,

m=—00 N=—00

hvor Fourierkoefficienterne er defineret ved
1 T T .
Cm,n = 72/ f(m,y)eil(ma:+ny)dxdy'
47T —Tr —T

Vi definerer da den (M, N)’te afsnitssum af Fourierrsekken ved
(SM Nf .’E y Z Z Cm nez mw+ny)
—M n=—N

For funktioner af den specielle type (3.1) kan afsnitssummerne beregnes som
produktet af afsnitssummerne af én variabel.

Lemma 3.5. Afsnitssummerne af Fourierrekken for en funktion,

fy) = A@) - f2ly),  fo,fo € LP(—m,m)

er givet ved

(Su,n ), y) = (Safr)(x) - (S f2)(y).

Bevis. Lad ¢y, ¢p, Cmn, N, m € Z betegne Fourierkoefficienterne for henholdsvis
f1,f2 og f. Da fas

Cmon = 4% //f(x, Y)Y dady
T
= ﬁ/ F1(x)e™* fo(y)e™ dady
_ 1 f imx 1 iny
f—ﬂ/ 1(x)e dx%/fQ(y)e dy
= Cm " Cp-

Det er nu klart, at afsnitssummerne af Fourierreekken for f kan opskrives som et
produkt af afsnitssummerne af Fourierraekkerne for f; og fo

(SM,Nf)(x,y) = Z Z CmCn€ zmz lny

m=—M n=—N

— E cmezmx E Cnezny
m=—M n=—N

= (Suf1)(x) - (Sn f2) () u
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3.3 Gibbs’ fanomen for funktioner af to variable
For funktioner af en variabel har vi set at afsnitssummernes “overshoot” konvergerer
mod v gange springets stgrrelse, hvor

1 1 [sint
vz—7+f/81idt%0.0895.
2 T t

Derfor kunne man fristes til at tro, at funktioner af to variable vil give en afsnitssum,
der skyder over med v? af springet. Ved nsermere eftertanke er dette ikke korrekt, da
v? er mindre end v. Vi minder lzeseren om at maksimum af .S NX[o,x] €r 1+v. Derfor
ma Sy n f for funktionen f(z,y) = Xo,x](*) - X[0,](¥) have maksimumsveerdien
(1 +v)? jeevnfer lemma Forskellen mellem maksimumsveerdien og funktionen

bliver derfor,
1+v)2—1=0v+1+2v—1=0v%42v ~0.1870. (3.6)

For den konkrete funktion viser ovenstaende raesonnement sig at holde stik. Det
viser sig dog, at for generelle funktioner er “overshootet” mere kompliceret end som
sa.

Eksempel 3.7. Vi betragter funktionen
f(mvy):x'y?)v $7y€]—7'(',71’}-

Vi har sdledes fi(z) =z og fa(y) = y3, hvor begge udvides til 2r-periodiske funk-
tioner. De har derfor begge en diskontinuitet i x = y = 7, og det maksimale spring
er § = 2r*. Funktionen f er plottet i Figur [2| sammen med Sy 19. “Overshootet” i
punktet

(‘T7y): ™= u y T — u
N+1 N+1

konvergerer mod 19.5% af springet. Idet 0.195 er stgrre end v? + 2v ~ 0.1870,
illustrerer det, at “overshootet” kan veere stgrre, end raesonnementet ledte os frem

til i (3.6). O

Tilsyneladende opfgrer Gibbs’ faenomen sig altsa helt uforudsigeligt for funktio-
ner af to variable. Helt s& slemt er det dog ikke. Faktisk er det muligt at opstille
en konkret formel, der angiver “overshootet” for en funktion af to variable. Dette
er indholdet i Seetning Vi lader § betegne det maksimale spring for f og vil
derudover benytte fglgende stgrrelser

6 = fizg) — filzg), 6 = folyg) — folyg ), 7T =

Bemzeerk at hvis xg er et kontinuitetspunkt for f;, bliver 4; = 0.

Nedenstaende saetning er opskrevet for punktet (xog + 71, yo + 71), men som tid-
ligere naevnt kan et punkt gennemlgbes i fire interessante retninger. Saetningen og
beviset kan opskrives og udfgres fuldstzendig tilsvarende for de tre andre gennem-

Igbsretninger, (3, g ), (zg g )s (g, Yo )-
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Figur 2: f og S10,10-

Szetning 3.9. Betragt funktionen f(x,y) = fi(x)f2(y) hvor fi, fo € L*(—m,7)
er stykkevis differentiable funktioner. For afsnitssummerne af Fourierrekken for
funktionen f geelder folgende

lim (SMyN(.TO + NZ' 1))

o0+
M,N—oco Y

oo+ ) — feot+
M+1 T NF1 O M1

= (5152’(1 + 52f1 (Zlia_) + 61f2(ya_)) c v

Bevis. Vi tager udgangspunkt i fglgende udtryk:

[Sufi(@) = @) [Sn f2(0) = 2(w)]
= f1(2) f2(y) + Sa f1(2) SN fa(y) — f1(2) SN f2(y) — f2(y) Sa fr ().

Vi betragter nu forskellen mellem afsnitssummen og funktionen, dvs. “overshoo-
tet”. Vi benytter forst resultatet fra lemma hvorefter vi benytter ovenstaende
omskrivning. Det giver

SM,N(I7y) ( )

= Su f1(z)Sn fa(y) — fi(x) fa(y)
= Su f1(2)Sn f2(y) — fr(z) f2(y) — f1(2) fa(y) + f1(2) f2(y)
— fix)Sn fa(y) + f1(z)Sn fa(y) — fo(y)Sm f1(z) + f2(y) S f1(2)
[SMfl( (95)} [SNfQ y)}
—2f1(x) f2(y) + f1(x)SN fo(y) + fo(y) S fi(x)
= [Sufi@) - 1@ [Sv ) - f20)]

+ 1@) [Sn ) — )] + 26 [Suh@ - A@]. (310)
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Ved at benytte saetning og definitionerne fra (2.4) kan vi derfor omskrive Sy f1 —
fi

lim (SMfl(xo + 7'1) — fl(l‘o + 7'1)) =41 - 0.
M —o0
Tilsvarende for Sy fo — fo. Indsaettes dette i (3.10) fas nu
lim (SM,N(CCO + 7,5 +71) — flwo+ 71,50+ T1)>

M,N— o0
= 61020° + Sav fi(a) + d1vfa(yg)
= (6162v+52f1(x3)+51fz(yo+)) v, O

Eksempel 3.11. Vi vil nu illustrere seetning [3.9| med funktionen fra eksempel
Derfor udregnes fglgende

0 = =2, 0y =—2n>, &=2rt.

Dette giver at

P GOy SO S S DY GO SR
MNSoo \ PN AT T om0 T T N1 T M+1 T T N+1

= (51(521}2 — (52f1(7r) U — (Slfg(ﬂ) Y
~ 37.9889.

Det ses, at “overshootet” udger ca. 37.9889/5 = 19.5% af det maksimale spring.
O

Umiddelbart virker seetning [3.9] mindre gennemskuelig end det tilsvarende re-
sultat for funktioner af en variabel (seetning , da det ikke er klart, hvordan 41,
02, 6 og funktionsveerdiernes indbyrdes sammenhseng pavirker resultatet.

Anderledes simpelt ser det ud, nar mindst én af f;, fo er kontinuert.

Korollar 3.12. Betragt funktionen f(x,y) = fi(x)f2(y) hvor fi, fo € L?(—m,m)
er stykkevis differentiable funktioner. Hvis fo er kontinuert geelder folgende for
afsnitssummerne af Fourierrekken for funktionen f

. ™ ’/T — .

M,1]{/'H~1>oo (SM,Nf(IO + Nyl y) — f(zo + mvy)) =fa(y) - 01v,
o,y €] —m, 7.

Korollar 3.13. Betragt funktionen f(x,y) = fi(x)f2(y) hvor fi1, fo € L?(—m,m)

er kontinuerte of stykkevis differentiable funktioner. Sa geelder folgende for afsnits-
summerne af Fourierrekken for funktionen f

M,IJ{/'H—1>OO (SM,Nf(x7y)_f(xay)) =0, x,yE]—ﬂ'ﬂT]-
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Her viser korollar [3.12] at “overshootet” i dette tilfezelde minder meget om “overs-
hootet” for funktioner af én variabel (saetning 2.). Korollar [3.12] kan sdledes ses
som det bivariable modstykke til seetning[2.5] Den stgrste forskel mellem de to sat-
ninger er, at korollar [3.12] ogsa kreever information om den kontinuerte funktion,
idet denne skalerer “overshootet”. Det bemaerkes at “overshootet” i begge tilfaelde
konvergerer mod springet ganget med v, nar antallet af led i afsnitssummen gar
mod uendelig.

Vi har nu forklaret Gibbs’ faenomen for funktioner af én og to variable. Fouri-
erraekker svinger, og det ggr Gibbs’ faenomen ogsa i 2D, alt efter hvilken funktion
man betragter. Hvis vi anskaffer os 3D-briller og undersgger faenomenet pany, vil
resultaterne givetvis ligne resultaterne i saetning [3.9] men med flere led.

A Lemma
Lemma A.1. Hvis f € L?>(—m,7) og funktionen ¢ : R — C defineres som

o(t) := f(t+u),

sa er afsnitssummerne af Fourierrekkerne for ¢ givet ved

(Sn)(t) = (S f)(t + u).

Bevis. For at finde en sammenhaeng mellem afsnitssummerne af Fourierraskkerne
for ¢ og f finder vi en sammenhaeng mellem deres Fourierkoefficienter. Hvis f
udvides til en 27-periodisk funktion er Fourierkoefficienterne for ¢ veldefinerede.
Disse betegner vi {d,, }»en 0g de er givet ved

dn = p(t)e "Mdt = f(t+u)e "™ dt.

—T
Variabelskiftet, x = t 4+ u, giver nu

T+u ) ) T+u )
d, = / f(z)e mE— gy = em“/ flx)e " da.

—T4u —T4u

Da integranden er 2m-periodisk integreres over en hel periode og vi kan derfor
forskyde integrationsintervallet med enhver veerdi, ogsa —u.

dn _ einu f($)€7”md$ _ Cneinu’

—Tr
hvor {¢, }nen er Fourierkoeflicienterne for f. Heraf fas

N N

(Sno)(t z dne™ Z cpe™Memt = Z cne™ Y = (S F)(t + ).

n=—N n=—N n=—N
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B Maple

> restart: with(plots):

Definer funktionerne f; og f2 pa intervallet | — m, 7]:

> fl:=x->arctan(x): f2:=y->y~3:
> gl:=x->piecewise(x <= Pi and x >= -Pi,f1(x),
x > Pi and x < 2%Pi,f1(x-2%Pi)):
g2:=y->piecewise(y <= Pi and y >= -Pi,f2(y),
y > Pi and y < 2%Pi,f2(y-2*Pi)):
f:=(x,y)->gl(x)*g2(y):
> epsilon:=10"(-4):
plotl:=plot3d(f(x,y),x=0..Pi-epsilon,y=0..Pi-epsilon):
plot2:=plot3d(f(x,y),x=Pitepsilon..2%Pi,y=0..Pi-epsilon):
plot3:=plot3d(f(x,y),x=Pitepsilon..2%Pi,y=Pit+epsilon..2*Pi):
plot4:=plot3d(f(x,y),x=0..Pi-epsilon,y=Pi+epsilon..2*Pi):

Et plot af funktionen omkring punktet (m, 7) og et omkring punktet (0, 0).

> plotA:=display(plotl,plot2,plot3,plotd):
plotB:=plot3d(f (x,y),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi):
display(<plotA|plotB>,style=surfacecontour,transparency=0.2);

Figur 3
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