Normat 60:1, 37-38 (2012) 37

Hopningspunkter

UIf Persson

Matematiska Institutionen
Chalmers Tekniska Hogskola och
Goteborgs Universitet

ulfp@chalmers.se

Introduktion

Lat oss for enkelhetens skull betrakta delméngder av R dven om det mesta som ségs
gar igenom i ett mycket allménnare sammanhang. Vi paminner om att en punkt p
ar en en hopningspunkt till en méngd X om varje 6ppen omgivning till p innehaller
en punkt ¢ € X (och p # p). Av definitionen foljer att varje omgivning innehéller
oandligt manga punkter i X, men det kan mycket vil vara sa att utanfor varje
omgivning till p finner vi bara ett dndligt antal punkter i X. Exempel ar legion,
det enklaste utgérandes av méangden I av inverterade heltal 1/n. Notera att ingen
av hopningspunkterna till en médngd X behover tillhéra X. Hopningspunkterna
h(X) till en méngd X utgdr uppenbarligen en sluten delméngd till det slutna holjet
Xav X. Speciellt h(I) = {0}. De punkter som inte &r hopningspunkter benimnes
isolerade punkter. En sluten icke-tom méngd utan isolerade punkter kallas perfekt.

Vi noterar daremot att h(X) mycket vil kan ha isolerade punkter, och vi kan
tinka oss en kedja ...h"(X) C R"1(X) C ...h(X) C X med strikta inklusio-
ner och darmed den strikta inklusionen h*°(X) = N,h"(X) C A"(X). Detta kan
givetvis fortsdttas, via transfinita ordinaltal. Sétt h¥(X) = h*°(X) och definiera
h*THX) = h(h¥(X)) och h*(X) = N,h“*"(X) o.s.v. utan att processen nigon-
sin kommer att stabiliseras utom i de fall det slutar med tomma méngden. Det
lar vara sa Cantor kom in pa méngdldra genom att successivt ta bort isolerade
punkter frin en méngd. Vi har givetvis att h%(I) = () och definierar vi induktivt
Iny1 = Un(L + 315 1,) finner vi att h(1,,41) = I,. (Dér a + bX betecknar bilden av
X under den linjira avbildningen = — a + bx)

Starka hopningspunkter

En punkt p séges vara en stark hopningspunkt till en mdngd X om och endast
om varje omgivning till p innehaller ett 6verupprakneligt antal punkter i X. Vi har
foljande fundamentala lemma vars bevis liksom de efterfoljande argumenten bygger
pa att en uppriknelig union av uppréikneliga méngder dr fortfarande uppraknelig.

Lemma: Varje 6veruppréknelig médngd X innehéller en stark hopningspunkt.
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Antag att sa inte ar fallet. Vi kan d& hitta ett n sa att alla intervallen (x — %, T+
%) endast innehaller ett upprékneligt antal punkter i X for en 6veruppriaknelig
méngd Xy av z € X. Tallinjen kan skrivas som en uppriknelig union av intervall
av langd % Atminstone ett av dessa intervall innehaller ett verupprakneligt antal
element ur Xy. Tag ett av dessa, de korresponderande intervallet kommer innehalla
en 6veruppraknelig delméngd av X (och siledes av X).

Korrolarium: Varje éveruppraknelig méangd innehéller ett Gveruppréakneligt
antal starka hopningspunkter.

Om det bara finns ett uppriakneligt antal starka hopningspunkter kommer kom-
plementet vara Overuppréakneligt och ddrmed innehélla en stark hopningspunkt.

Som vi noterat kan en hopningspunkt vara isolerad bland méngden av hopnings-
punkter. Detta géller inte for starka hopningsunkter. Om vi betecknar méngden
av starka hopningspunkter till X med H(X) géller

Sats: H(H(X)) = H(X)

Lat p vara en stark hopningspunkt. Vi inser att for varje n kan vi finna ett
m > n sd att snittet av X med méngden {z : % <l|lz—p| < %} ar overuppraknelig
ty snittet med U, {z : % <l —p| < %} ar overupprakneligt. Enligt korrolariet
ovan innehéller denna dérmed ett 6verupprakneligt antal starka hopningspunkter.

For att ’sluta cirkeln’ noterar vi att
Sats: Varje punkt till en perfekt mangd ér en stark hopningspunkt.

Givet ett godtyckligt intervall som innehaller en punkt p kan vi finna distinkta
punkter pg,p; som ocksd &r hopningspunkter. Vi kan nu vélja disjunkta intervall
som innehaller py och p; respektive och vilja pog, po1 och pig, p11 respektive. For
varje dndlig sekvens s av nollor och ettor kan vi saledes definiera ps. For odndliga
sekvenser betraktar vi helt enkelt gransvirdet av de punkter som ges av de dndliga
trunkationerna. Pa grund av att X &r sluten maste de tillhéra X och det finns ett
overupprakneligt antal av dessa.

Korrolarium: Varje sluten uppréknelig méangd har isolerade punkter, och den
transfinita processen att avliagsna dessa leder slutligen till tomma mangden.

Det forsta pastaendet ar uppenbart. For det andra observera att om processen
avslutas med en icke-tom méngd ar denna en perfekt delméngd.

Korrolarium: Varje sluten méngd har en perfekt delmédngd vars komplement
ar upprékneligt.

Slutligen noterar vi att alla pastaende forblir sanna fér varje separabelt topo-
logiskt rum, d.v.s. ett med en uppréknelig bas av 6ppna méngder. Daremot for R
noterar vi foljande struktursats, som vi av utrymmesskal inte visar, men som &r
latt att inse.

Sats: Varje kompakt delmidngd av R utan savél isolerade punkter som inre
punkter d&r homeomorf med Cantorméngden.



