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Losningar till uppgifter i Normat 2011:2

547. (Hans Kaas Benders, Randers.)
Antag

(1) An4+1 = 2a'n + an—1

meda; =1,a, =2. Saeraz=5,a4=12....
Vise at (1) medfgrer, at

(2) Ung1Gn_1 = a2 + (=1)"

for n > 2. Vi har at (2) er sant for a1 = 1, as = 2, a3 = 5. Antag (2). Sa er, ved
induktion,

2
Unt20n = (20n11 + ap)an = 205110, + ay,

= 2an+la'n + anyr10n-1 + (_1>n+1
= api1(2a, + ap_1) + (=1)""1

=aZ ., + (-1t

Altsa er a,, entydigt bestemt ved (2) og rekursionsformlen for talfglgen er a,,11 =
20, + ap_1.-
Uppgiften ar ocksa 16st av Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn, som motive-
rar rekursionsformeln (1) genom att hénvisa till Fibonacci-talféljden (f,,)$°, vilken
definieras via sambandet

fn-l-l = fn-1+ fn,

och som bl. a. uppfyller
froiifnor — f2=(=1)" for n=2,3,4,...
Det ligger da néra till hands att prova ansatsen

Apn4+1 = Ap—1 + qan,

dér g ar ett naturligt tal. Av villkoren a; = 1, as = 2 foljer sa att g = 2.

548. (Con Amore Problemgruppe, Kobenhavn)

Vi forudskikker den bemerkning, at ¢ ikke kan ga gennem O, for i sa fald ville
B og C veere diametralt modsatte punkter pa cirklen, og cirklens tangenter ville
dermed veere parallelle og ikke kunne skzere hinanden i noget punkt Q).

Vi indfgrer et koordinatsystem med O som begyndelsespunkt, med z-aksen parallel
med /5 og med cirklens radie som enhed; se Fig. 1. Punktet O har da naturligtvis
koordinatsaettet (0,0), og cirklen har ligningen x? + y? = 1. Lad punkterne P, A,
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B, C og @ have koordinatsaettena henholdsvis (p1,p2), (a1, a2), (b1,b2), (c1,c2) og
(q1,g2). Da P ligger uden for cirklen, mé det gzelde, at p? + p3 > 1, og da A ligger
pé cirklen, m& det galde, at a? + a3 = 1; da }; er cirklens tangent i A, har /;
ligningen ajx + asy = 1, og da ¢; gar gennem P, galder det, at

(1) aip1 + azpz = 1.

Da /5 gar gennem P og er parallel med z-aksen, har /5 ligningen y = po, og i
henhold til den indledende bemaerkning er py # 0.

Da B og C ligger pa {5, har vi by = co = po. Og da B og C ligger pa cirklen, mé det
derfor (foruden py # 0) geelde, at —1 < py < 1, og endvidere, at b? + b3 = ¢§ + 3,
og dermed, at b? = ¢2. Da B og C er forskelhge har vi da, at by = —c;. Cirklens
tangenter i B og C har endvidere ligningerne

bix + by =1 og cix + coy = 1,
altsa
bix +pey=1o0g —bix+py=1,

og det ses let, at tangenternes skeerningspunkt () har koordinatseettet (q1,q2) =
0, 55)-

Ovenfor udtrykte vi by og co ved pa, nemlig som by = c2 = py. Man kan ogsa (men
det er altsd ikke ngdvendigt) udtrykke by og c; ved py, nemlig som by = —/1 — p3

og ¢1 = /1 — p3 (eller omvendt).
Opgaven gik jo ud pa at bevise, at linien gennem A og @) og linien gennem P og
O skaerer hinanden under en ret vinkel, altsd at QA = OP = 0. Vi finder, at

N
QA :(al—Q1,a2—Q2):(a1’a2_pL2) 08
OP = (p1,p2),

og dermed har vi, idet vi benytter (1), at

QA ﬁ (a1,a 2——) (p1,p2) = a1p1 + azp2 — 1 =0,

og opgaven er lgst.

Vi bemeerker, at det er muligt, men altsd ungdvendigt, at udtrykke a; og as ved
p1 0g po; man finder, efter en del regning, at

_ M ipzvp%'i'p%—l og ag= P2 ﬂFmvp?JrP%—l

p} + p3 p? + P}




Normat 3/2012 Uppgifter 143

ly

0 Fig. 2
A



