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1 Inledning

Den danske tonséttaren Per Norgard! (£.1932) har konstruerat en algoritm for att
generera tonfoljder? (melodier) rika p& symmetri- och sjélvlikformighetsegenskaper.
Med matematiskt sprak handlar det om linjara differensekvationer med fordréj-
ning, det vill sdga en typ av rekursivt definierade talféljder. Denna text kommer
att matematiskt formulera och bevisa ett antal av dessa foljders egenskaper.

Tanken bakom Ngrgards algoritm kan sidgas vara att tonféljden skall utvecklas
lagbundet ur det minsta initiala fragment som kan betraktas som ett fr6 till en
melodi, det vill sdga en foljd av tva toner. Algoritmen &r inte bunden till nagot
speciellt tonforrad (skala), den opererar endast pa toners relativa positioner inom
ett givet tonforrad, som till exempel stamtonerna (de vita tangenterna pa pianot)
eller hela det kromatiska tonférradet.

Givet tva initiala toner, 1t oss kalla dem T och Tj, som utgdr borjan pa var
tonfoljd, genereras resten av foljden rekursivt enligt nedanstaende recept. Med ett
intervall I fran tonen T till tonen T’ menar vi hir, nadgot oegentligt, riktning och
antalet tonsteg inom det givna tonforradet fran T till 7, och beteckningen —I
syftar pa det intervall som har lika manga tonsteg inom tonfoérradet som I men
motsatt riktning.

e Avlis intervallet fran Ty till T}, och beteckna detta intervall I;.

e Tredje tonen 75 fas genom att utga ifran Ty och forflytta sig i tonférradet
med intervallet —I7, om till exempel 77 ligger tva tonsteg over Ty skall Th
véaljas som den ton som ligger tva tonsteg under Tj.

e Fjirde tonen T3 fas genom att utga fran T; och forflytta sig med intervallet
I;. Om T3 ligger tva tonsteg over Tj skall ocksa T3 ligger tva tonsteg 6ver T7.

1Per Norgard #r av en Nordens mest vilkianda tonsittare. Hosten 2012 var han féremal for
Stockholms Konserthus tonséttarfestival.

2] konstmusikaliska sammanhang anvinds termen ”serier” for foljder av toner, eller andra mu-
sikaliska parameterar, som utgoér kompositoriskt grundmaterial; de tonféljder som ges av Ngrgéards
algoritm visar sig var aperiodiska — hérav termen ”oéndlighetsserie”.
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e I nista steg fas Ty och T5 genom att bestdmma intervallet Is fran Ty till T,
och sedan lata I, operera pa det tva senaste genererade tonerna pa samma
sitt: Ty fas genom att utgd fran Ts och forflytta sig intervallet —I5, och Tj
fas genom att forflytta sig intervallet Iy fran Ts.

e Man fortsitter sedan rekursivt enligt samma monster: Tonerna Ts,, och Ts,, 11
fas genom att bestdmma intervallet I,, fran T;,_; till T;,, och sedan lata 15,
vara tonen ett intervall —I,, fran T5,_o, medan 75,1 definieras som tonen
ett interval I,, fran Ts,,_1.

Den melodiska strukturen efter n steg ateranvands alltsa for att utveckla melodin
i tva steg kring position 2n.

Per Ngrgard och andra kompositérer och musikteoretiker har observerat en lang
rad intressanta egenskaper hos tonfoljder som genereras pa detta sitt, de uppvisar
till exempel sjdlvlikformighet. Man har ocksa provat ut alternativa, & priori helt
annorlunda, algoritmer for generera dessa foljder. En oversikt Over egenskaperna
hos tonfoljder genererade med Ngrgards metod ges av Jgrgen Mortensen pa web-
siten Per Ngrgdard. En introduktion til komponisten og hans musik, [1], av Erling
Kullberg i antologin The Music of Per Ngrgdrd. Fourteen Interpretative Essays, [2],
och av Mattias Svensson Sandell i ett kompendium skrivet for elever vid Gotlands
Tonséttarskola, [3].

I denna artikel kommer vi alltsd att beskriva dessa tonfoljder som rekursivt
definierade talfoljder och formulera och bevisa ett antal av de funna egenskaperna.
Jean-Paul Allouche och Jeffrey Shallit har tidigare visat att dessa talfoljder ar
exempel pa vad de definierar som 2-requljira foljder, [4].

2 Definitioner och resultat

Per Ngrgards ovan beskrivna metod beskrivs naturligt med rekursivt definierade
talfoljder.

Definition 1 Givet tvd hela tal ag och ay, ddr ay > ag, definierar vi Norgardfoljden
A(ag,a1) = {an}52 genom att for n > 1 ldta

, dird, =a, — an,_1. (1)

A2p = A2p—2 — dn
A2p41 = A2p—1 +dp

Vi kommer speciellt att studera den normaliserade Norgdrdfoliden®

{entnzo = A(0,1)
={0,1,-1,2,1,0,—-2,3,-1,2.0,1,2,-1,-3,4,... }. (2)

Kommentar 1 Villkoret a1 > ag i Definition 1 kan bytas mot villkoret a1 < ag,
alla resultat nedan kommer fortfarande att galla med den forandringen att succes-
siva minima respektive mazima 1 féljderna kommer att byta roll. Om ag = ay fds
det triviala fallet med en konstant foljd a, = ag, n > 1.

3Denna f5ljd har nummer A004718 i The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS).



Normat 1/2013 Hans Thunberg 35

Exempel 1 Ldt oss som illustration tabulera inledningen pd den mormaliserade
foliden {c,}52, := A(0,1) och pd foljden {a,}5, = A(1,3).

n|0 1 2 345 6 7 8 9101112 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

¢,|]0 1-1210-23-12012-1-3410-2301-12-231203-2-4125

ap| 13-1531-37-15135-1-5931-3713-15-37317-3-711

Om man studerar initiala segment av Ngrgardfoljder observerar man foljande egen-
skaper.

e Foljderna tycks ha lokala minima och maxima pé positioner 2¥ —2 och 2F —1,
och dessa lokala extremvérden tycks avta respektive oka aritmetiskt.

e Foljderna tycks innehalla translaterade och spegelvinda kopior av sig sjalv
— om vi avldser vart fjarde element, med borjan pa position n = 0, aterfar
vi den ursprungliga foljden;

— om vi ldser av vartannat element med borjan pa position n = 0 far vi
en f6ljd som ar en spegelbild av den ursprungliga féljden, det vill sdga
en f6ljd som har samma absoluta differenser mellan elementen men med
omvant tecken;

— om Vi ldser av vartannat element med borjan pa position n = 1 finner
vi ett translat av den ursprungliga foljden (A(1,2) respektive A(3,5) for
foljderna i Exempel 1);

— om vi laser av vart fjirde element med boérjan vid n = 2 far vi en
translaterad spegelbild av den ursprungliga foljden;

— om vi laser av vart fjirde element med borjan vid n = 3 far vi d4nnu en
translaterad version av den ursprungliga foljden;

— om vi ldser av vart attonde element med boérjan vid position n = 6
eller n = 7 far vi aterigen ett speglat respektive ett rattvint translat av
ursprungsfoljden.

e Foljdernas inledning aterkommer i allt ldngre block
{as} = {ao}

{a10,a11} = {ao,a1}

{a20,a21,a22,a23} = {ag, a1, az,as}.
Detta dr exempel pa de egenskaper hos Norgardfoljder som vi nu formulerar mer
precist i Sats 1 — 4.

Sats 1 Om A(ag,a1) = {an}22, ar en Norgardfoljd, och om di = a1 — ag, gdller
foljande for alla naturliga tal k > 1.

1. min0<i<2k_1(ai) = A9k _9 och Agk+1_9 = A9k _9 — d1 =ap — kdl
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2. maXOSiSQk_l(ai) = A9k _q och Aok+1_1 = A9k _q -+ dl =ay + kdl .
8. For alla i sadana att 0 < i < 2F — 3 gdller att asn_o < a; < agr_;.

En andlig f6ljd ag, a1, ...... aor_q bestdende av de 2 forsta elementen antar alltsa sitt
strikt minsta vérde i det nést sista elementet och sitt strikt storsta vérde i sitt sista
element. Dessa succesiva minima och maxima avtar respektive okar artimetiskt
med forsta differensen d; = a7 — ag. Speciellt 4r Ngrgardfoljder uppat och nedat
obegriansade och siledes ockséa aperiodiska.

En Ngrgardfoljd uppvisar sjalvlikformighet i den meningen att den kommer att
innehéalla odndligt ménga delfdljder som &r identiska med translat eller translate-
rade spegelbilder av hela den ursprungliga foljden. Detta beskrivs i Sats 2.

Sats 2 Lat A(ag,a1) = {an}52 vara en Nprgardfoljd.

1. For wvarje j > 1 och varje k > 1 gdller att

A9j—242if — G2i—2 = g — Q.
2. Fér varje 7 > 1 och varje k > 1 gdller att

Agj 1427k — A2i—1 = Ak — QQ-

Det forsta pastaendet i Sats 2 sdger att den delféljd som startar med elementet pa
position 27 — 2, dvs i ett av de minima som beskriv i Sats 1, och dérefter bestar
av element pa succesiva avstand 27, kommer att vara identisk med en translaterad
spegelbild av den ursprungliga foljden A(ag, aq). Speciellt fas for j = 1 att delfoljden
bestaende av alla element med jamnt index, med bérjan i ag, utgér den ursprungliga
foljdens spegelbild i ag.

Korrolarium 1 For varje Norgard-foljd A(ag,a1) = {an}22, gdller att
as, = 2ag — a,, VYn > 0.

Av detta foljer att den delf6ljd som utgaende fran ag bestar av vart fjarde (eller
vart sextonde, eller vart sextiofjirde och s& vidare) element éar identisk med den
ursprungliga féljden.

Korrolarium 2 For varje Norgardfolid A(ao,a1) = {an}S2, och varje naturligt
tal k > 1 gdller att
Qukp, = Gpn, VN > 0.

Exempel 2 En kompositorisk tillimpning av detta dr att man kan tdnka sig att
man “zoomar in” i en given Ngrgardstonfoljd. Lat oss sdga att vi har genererat en
melodi som loper i fjardedelsnoter och dnskar fylla i denna melodi pd vissa stillen
med sextondelsornament. Vi kan géra detta genom att tanka pa var fjdrdedelsme-
lodi som vart fjarde element i en underliggande foljd. (Om var ursprungliga fidr-
dedelsmelodi tinks ha odndlig utstrickning dr den underliggande sextondelsmelodin
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identisk med denna som tonféljd.) Korrolarium 2 ger oss alltsd ett sdtt att utfor-
ma sextondelsornamenten sd att dessa dr i linje med den ursprungliga melodins
sjalvlikformighet. Detta kan for ovrigt ocksa goras genom att tillampa ekvationerna

Q4ng1 = —Qan + 200 + dy
Gany2 = —Qan + 200 — dy

Gan+43 = Qapn + 2d;

som gdller for varje n > 0 i varje Nprgardfoljd {a,}S2, dir di = a1 — ag. Dessa
ekvationer kan visas for den normaliserade féljden genom att studera ett trid av
samma typ som i Figur 2 nedan med rot i c,, och kan sedan generaliseras med
hjélp av Proposition 3.1.

Det andra pastaendet i Sats 2 sdger oss att en delf6ljd som startar med elementet pa
position 27 — 1, dvs i ett av de maxima som beskriv i Sats 1, och dérefter bestar av
element pé succesiva avstand 27, kommer att vara identisk med ett translat av den
ursprungliga f6ljden A(ag,aq). For j = 1 fas specialfallet att delféljden bestdende
av alla element med udda index &r ett translat av A(ag,a1) med d; = a1 — ao.

Korrolarium 3 For varje Norgardfolid A(ag, a1) = {an}52 gdller att
A2pn+4+1 = Qp + dl, Vn 2 0.

Nasta sats sdger att en Norgardfoljd ocksa har en annan typ av sjalvlikformighets-
struktur. Den innebér ocksé att de kan genereras blockvis; ur en initial delsekvens
av langd 2™ genereras nastfoljande 2" element med en "klipp-och-klistra”-algoritm.
For att kunna beskriva detta behéver vi f6ljande definitioner.

n

Definition 2 1. Lat {ag}i:f)l vara en andlig foljd bestaende av de 2", n > 3,
forsta elementen i en Ngrgdrdfoljd. Vi definierar V' som dess vdnstra halva
och H som dess hégra halva, det vill sdga

n—1_ n_
V=A{a}, ",  H={a} .

2. Om J dr en dndlig folid av lingd 2, betecknar vi dess vinstra halva Jy och
dess hogra halva Jg.

3. Om Js, dr en dndlig foljd av lingd 2%, dir ¥ dr en dndlig foljid av symbolerna
V och H, betecknar vi dess vanstra respektive hogra halva som Jsy respektive
Jsm-

Sats 3 Lat {ak}ilgl vara de 2", n > 3, forsta elementen i en Ngrgardféljd. Da
galler att
Hy =VyuVyy
Hyv =WaaWwav

Hypgv = WuraVwanav

HH(n—3)V - VVH(n—3)HVVH(n—3)V
HH(nfa)H = {ao — (Tl — l)dl, a1 + (TL — 1)d1}
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Den sjalvlikformighetsstruktur som foljer av Sats 3 illustreras i Figur 1.

Observera ocksé speciellt att Hy gy = Vv = {ag,a1,...,a9:-3_1}, allt lingre
block av foljdens intiala element dterkommer alltsa ju langre fram i féljden vi tittar.
Med hjélp av Proposition 4.1 och Figur 4 nedan kan vi i sjilva verket se att

{65‘2’“) C5.0k 415+ 765‘2’“—&-2’“—1} = {60701, ceey CQk—l}

i den normaliserade Ngrgardfoljden, och via Proposition 3.1 féljer motsvarande
resultat i det generella fallet.

"N Namll 10

T || LN S | o v
Hv HH

Vv VH
Vwv VVH Hw = VvH HVH = Vwv HHv HHH
VWVHV | VVHH HHW  |HHVH | HHHY
| = VVHH| = VVHV|
/7
VVHHV  VVHHH HHHVV HHHVH

=VVHHH = VVHHV

Figur 1: Varje initialt segment av lingd 2", n > 3, i en Ngrgardfoljd har enligt Sats 3
en sjalvlikformighetsstruktur som illustreras hir. Det undre bandet representerar ett
sadant initialt segment, dér delsekvenser med samma firg &r identiska. Notera hur
den den hogra halvan H byggs upp av delsegment fran den vénstra halvans vianstra
del, V. Det 6vre bandet visar hur samma struktur aterfinns inom segmentets forsta
halva V' (om n > 3). P4 motsvarande sétt kopieras strukturen pa niva 2" vidare in
i varje initialt segment av langd 2™, m > n.

Exempel 3 Antag att vi har genererat de sexton forsta elementen {ak}}f’:O av
A(1,3). Vi vill nu generera ytterligare sexton element for att erhdlla {ax}it,. Vi
tillimpar Sats 3 med n =5, {ax}1>, utgor dd den vinstra halvan V av {ay}3L,,

V= {a’k}llfzo = {1? 3’ _]-7 53 3, ]-7 _33 77 _17 53 13 3, 57 _13 _5, 9}
Fér att generera H = {ay}3L 4 96r man pd féliande sdtt.
1. DelaV i tva lika delar och vilj ut den vinstra delen Viy = {1,3,—1,5,3,1,-3,7}.

2. Dela i sin tur Vi i tvd lika delar, dess vanstra Viyy = {1,3,—1,5} och hégra
del VVH = {3, 1, *3, 7}

3. Sammanfoga Vv och Vi i omvdind ordning - detta ger de foérsta 8 nya
elementen,

Hy = {ar}itis = VwuVov = {3,1,-3,7,1,3,—1,5}.

Upprepa nu steg 1 — 3 pa Hy .
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4. Vilj ut den vinstra halvan Vy g.
5. Dela Vy g i tvd halvor Vi gy = {3,1} och Vg = {-3,7} .

6. Sammanfoga Vi gy och Vi g i omvdnd ordning, detta ger de ndst kommande
fyra elementen

Huv = {ax}ilos = VwanVvav = {-3,7,3,1,}.
Upprepa nu igen processen pa Hyy .
7. Vilj vanster halva Vy g .

8. Dela i vinster Viyggy = {—3} och hoger del Vygpu = {7} .

9. Sdtt samman dess i omvand ordning for att generera
Hunv = {ar}ilos = WwannVvanv = {7,-3}.

Processen kan nu inte fortsdttas lingre enligt samma monster.

10. De tvd sista nya elementen Hypu = {aso,as1} bestims nu genom att sub-
trahera respektive addera filjdens initiala differens di = a1 — ag till de tva
sista elementen iV, Vggg = {a14, a15}-

{aso,a31} = Hypp = {a1a —di,a15 +di} = {-5—-2,9+2} = {-7,11}.
Sammanfattningsvis fir alltsd {ax}3L, ur V = {ay}}2, som
{ar}ito = VWaViv VWwaaVvnvVvnaaVwanviais — di,ais + di}.

Nésta sats siger oss att elementen i den normaliserade foljden kan berdknas direkt
utan rekursion, med hjalp av indexets binéra form.

Sats 4 Lat ¢x vara ett godtyckligt element ¢ den normaliserade Ngrgdardfdjden A(0,1) =
{en}22,, och lat k ha den bindra representationen

k= (kjkj_1kj—2...ko)2, ki €{0,1}, 0<i<j.
Da ar
Cr = fko Ofkl O..'Ofk]'—l Oka(O)
dar fo(t) = —t och f1(t) =t+ 1.

Exempel 4 Lat oss berdkna c19 med den metod som anges av foregiende sats. Det
naturliga talet 19 har bindr representation

19=1-2*4+0-24+0-2241-2' +1-2° = (10011)s.
Alltsa ar

ci9 = fiofiofoo foo fi(0)= fiofiofoo fo(l)=—(-1)+1+1=3.
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3 Skalning och translationer

Lemma 3.1 Lat X = {x,}22, och Y = {yn}>2, vara tvd Nergardfoljder saidana
att x1 — xo =y1 — yo. Da ar y, — x, = yo — xg for allan > 1.

PROOF:

Enligt forutsdttningarna galler att x1 —xg = y1 —yo vilket naturligtvis ar ekvivalent
med att y; — x1 = yg — xo. Om nu pastaendena i lemmat ar sant for alla k < 2n
géller ocksa att

Yon — Top = y2(n71) - (yn - yn—l) - xZ(nfl) + (xn - xn—l)

=Y2(n—1) — L2(n-1) T Yn—-1 — Tn—1 + Tn. — Yn = Yo — Zo.

och

Yont1 — To41 = Yon—1 + (Yn — Yn—1) — Tan—1 — (Tn — Tn_1)

=Yn—1—T2n—1+Tpn-1 —Yn—1+ Yn — Tn = Yo — To-

Lemma 3.2 Lat X = {z,}22, och Y = {yn}2, vara tva Ngrgardfoljder sidana
att xg = yo = 0 och &1 # 0 . Da gdller att

Yn = gxn, Vn > 1.

x

PROOF:
Definiera ¢ = % Trivialt géller d& att y; = gx1. Om yr = gz for alla k < 2n
géller ocksa att

Yon = Y2n—2 = (Yn — Yn—1) = qT2n—2 — (¢Tn — qTn_1) = qT2n,
och pa motsvarande sitt visas att yon+1 = Tont1-

Proposition 3.1 Varje Norgard foljd A(ag, a1) = {an}>2, kan fas ur den norma-
liserade foljden A(0,1) = {c,}52, genom en omskalning och en translation,

an = ao + cp(a; —ap), Yn>0.

PROOF:
Givet en 6ljd A(ag,a1) = {an}2, bildar vi forst foljden {b,}52, := A(0, a1 —ag).
Enligt Lemma 3.1 &r da b, = a,, — ap for alla n > 1. Bilda nu foljden {b,/b1}22, =
A(0,1) = {ca}7%0- Enligt Lemma 3.2 &r da ¢, = §b,, for alla n > 1. Sammantaget
géller alltsa att

C1 1

—b, = — — >1
bl n aliao(an aO)a n=z1,

och propositionen ar bevisad.
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4 Den normaliserade foljden

Den rekursiva definitionen (1) tar sig en mycket enklare form for specialfallet
A(0,1).

Proposition 4.1 Foljden {c,}32, = A(0,1) med de tvd initalvirdena ¢y = 0 och
c1 =1 ges forn>1av
Con = —Cp
Cony1 = Cp + 1.
PROOF:
Eftersom c¢op = 0 och ¢; =1 ger (1) att
co=cop—(c1—cp)=—c1 och cs=c1+(c1—cy)=c1+1
Genom induktion 6ver n > 2 fas med hjilp av (1) att

Cop = Con—2 — (Cn - Cnfl) = —Cp-1—Cp+ Cn4+1 = —Cp

och
Con+1 = Con—1 + (Cn - Cnfl) =cp_1+1+c, — Cpnt+l = Cn + 1.

Exempel 5 Vi kan berdikna c19 som
cig=co+1l=c4+1+1=—-c+2=c1+2=3.

Foljden {c,}52; kan alltsa ses som genererad av ett odndligt binért trad 7, med
rot i ¢y, dér ett steg snett till vinster motsvara multiplikation med (—1) och ett
steg snett ner till hoger motsvarar addition med +1. Se Figur 2.

/\
/\ /\
AR ANRYARYA

Figur 2: Det bindra tradet 7 som pa rad 1 till och med rad n har generarat elementen
{¢1,...,can_1} i den normaliserade Ngrgardfoljden.

For att bevisa Sats 1 och 3 ar det lampligare att betrakta det utokade tradet U
i Figur 3, som har ¢y som rot och dér varje rad generereras ur den foregaende av
samma regler som i 7T .

De 2™ forsta elementen {co,...,con_1} aterfinns nu i U péa rad n+1. For att
verifiera detta riacker det att observera att (i) c¢o - (—1) = ¢, (ii) den hogra halvan
av rad n+ 1 i U har sin rot i ¢; pa rad 2 och foljaktligen ar identisk med rad n i
det ursprungliga tridet T, och att (iii) den véAnstra halvan av rad n+ 1 i I/ har sin
rot i ¢g pa rad 2 och déarfoér identisk med hela rad n i U.
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/\
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/\“ “/\“ ”/\“ /\“
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Figur 3: Det utokade bindra trddet U som pa rad n + 1 har genererat elementen
{co,...,can_1} i den normaliserade Ngrgardsfoljden

5 Bevis av Sats 1 — 4

PROOF: [Bevis av Sats 1]
For den normaliserade foljden A(0,1) foljer Sats 1 direkt ur Proposition 4.1 och
det utokade bindra tridet U i Figur 3 - maximalt virde pa rad n + 1 erhélls fran
roten ¢y genom att i varje steg vélja att addera 1, och minimalt virde fis genom
att addera 1 i alla steg utom det sista da istédllet teckenbyte viljs. Observera att
succesiva minimumvérden och maximumvérden &r can_y = —(n — 1) respektive
con_1 = n. Det allménna fallet f6ljer sedan genom att tillimpa Proposition 3.1.

[Bevis av Sats 2]

Vi bevisar forst Sats 2 for den normaliserade f6ljden A(0,1) = {c¢,}32, genom
induktion 6ver j. Kom ihdg att ¢ = 0 och ¢; = 1.

Forst konstaterar vi att for j =1 ar

Coi_g42ik = C2k = —Cp = 2C0 — Ck = Coj_3 +Co — Ck
och

Coi_142ik = Cop+1 = Ck + 1 =cp + 1 — o = ¢k + Cas 1 — o,

dér vi har utnyttjat rekursionsformlerna i Proposition 4.1.
Fran Proposition 4.1 ser vi ocksa att

Coi—1_1 = —C2i_2 (3)
Coi—11+1=cai_1. (4)
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Med hjalp av ¢ = 0, ekvationerna (3) och (4) och Proposition 4.1 genomfor vi
nu induktionssteget som slutfor beviset av Sats 2 for den normaliserade féljden.

Coi 2427k = C(2i—1-142i—1f) = —C2i—-1_142i—-1 = —(02171—1 +cr— Co)
= Coi_g — Ck +Co
och
Coi_142ik = Co(2i-142i-1p—1)41 = Coi—1_142i-1x t 1 =co-1 1+ +1—co

= Coi_1 + Ck — Cp.

Slutligen kan vi generalisera till den allménna fallet A(ag,a1) = {an}22, genom
att anvinda Proposition 3.1. Som tidigare later vi dy = a1 — ag.

A9 _o49ik = Ao + Coi_o42ikd1 = ao + (C2i_2 — cx)dy

=ap + i _ody — cgdy — ag + ap = agi_o +ap — a
och

A9 _142ik = Ao + Coi_142ikd1 = ao + (C2i_1 + cx)dy

=ap + cgi_1d1 + cxdy + ag — ag = agi_1 + ag — agp.

[Bevis av Sats 3]

Eftersom elementen i en godtycklig Nergardfoljd enligt Proposition 3.1 fas ur
den normaliserade f6ljden genom en transformation oberoende av indexet n, foljer
likheterna i Sats 3 i det allménna fallet frin motsvarande likheter i det norma-
liserade fallet. Det rdcker alltsa att bevisa Sats 3 fér den normaliserade f6ljden
A(0,1) = {er k.

Att bevisa att de 2™ forsta elementen i den normaliserade foljden, for n > 3,
uppfyller pastaendet i Sats 3, &r detsamma som att visa att rad n+1, i det utvidgade
binéra tradet U i Figur 3 uppfyller pastaendet.

Rad 4 i U uppfyller pastaendet i Sats 3 eftersom Vv = ¢g = ¢ = Hypy
och VVH = Cl = ¢ = HVV sa att HV = HVVHVH = VvVHVYVV7 och eftersom
HH = {66,67} = {—2,3}.

Vi forsitter beviset genom induktion 6ver n. Antag att pastdendet i Sats 3 géller
fran Odi med rad 4 till och med rad n i U, det vill sdga for den dndliga foljden
{Ck}iio B

Lat Vx och Hy, dir ¥ &r en &ndlig f6ljd av symbolerna V' och H, beteckna
ett interval av element i en rad k, bildat genom succesiv intervallhalvering av
vanstra halvan av rad k, V = {co, c1, ..., cor—2_1 }, respektive hogra halvan av rad
k, H={cor-2,...,con-1_1} . Observera att

e varje element ¢; i rad k, ger upphov till precis tva element {ca;,co;41} i rad
k+1;

o ett interval av lingd 27 i rad k ger upphov till interval av lingd 27+! i rad
k+1;

e alla interval av typen Vs eller Hy, som forekommer i Sats 3 har bildats genom
succesiv intervallhalvering.
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Detta innebér att varje intervall i rad n som omnédmns i Sats 3, dvs Hyjpy, Hyiv,
Vv mimg och Virgiv, 7 =0,1,..., (n—4), ger upphov till ett dubbelt sa langt interval
med samma relativa position, det vill siga samma index, i den dubbelt sa langa
raden n + 1. Detta innebér i sin tur att likheterna

Hy = VygWy
Hpgy = WauWwav
Hypv = VWwraaaVWwanav

HH(n—4)V == VVH(n—4)HVVH(n—4)V,

som enligt induktionsantagandet géller pa rad n, ocksa kommer att gélla pa rad
n + 1. Detta illustreras i Figur 4.

\4 | H
Vi | Vi | Hy | Hy
Vyy Vo ‘ Hyy Hyy
=Wu =Wy
Co \ C1 | e cs | Cq \ Cs \ Cé cr
/ \ / \ / \ / \ / \ / /\
Eo/ C1 ‘ C2 C3 ‘ ‘ Cg Co \ C10 C11 \ C12 ‘ C13 ‘ C14 C15
| Vomv | Vimm | | | Hgvy | Hugve |

Figur 4: Rad 4 och 5 i det utokade bindra tradet U illusterar (i) hur ett interval av
typ Vx eller Hsy pa rad 4 genererar interval av dubbel lingd med samma index pa
rad 5, med bibehallande av likheter av typ Vs = Hyy; (ii) hur det pd rad 5 uppstar
nya interval av langd 1 (Vv gv, Vwga, Havv och Huyva).

Det aterstar att visa att

HH(n—S)V = VVH(n—S)HVVH(n—S)V (5)
Hym-sg ={-n+1n} (6)

gilller pa rad n + 1. (Kom ihdg att {6r den normaliserade {6ljden ar ag = ¢o = 0,
alzclzlochdlzl.)

For att visa Ekvation (5) konstaterar vi forst att pa rad n + 1 &r Hym-s)y =
{can_4,con_3}. Enligt Proposition 3.1 och Sats 1 ar

Con_4 = —Con—-1_9 = Con—-2_17 = N — 2

och
Con_3 = C2(2n—1,2)+1 = Con—-1_9 + 1 = —Con—-2_1 —+ 1 = —(TL — 3)



Normat 1/2013 Hans Thunberg 45

Alltsd &r Hypn-s)y = {n —2,—(n —3)}
Vistuderar nu hoger led av Ekvation (5). Eftersom Vi, yin-3 = {can-2_9, Con-2_1}
ar
VVH(n—S)HVVH(n—B)V = {62n—2_17 CQ'!L72_2} = {TL — 2, —(TL — 3)}
dér sista likheten aterigen foljer av Sats 1. Detta visas ocksa i Figur 5. Ekvation
(5) dr darmed verifierad.

v | H
VV ‘ VH |
(n—2) Cyn—3_1
=n—3
(n—1) Con—2_g Con—2_1
=—(n-3) =n—2 \
(n) Con— 1 2 Con—1_1
=—(n— 2) / \
(n+1) ... | ca;m-29 con—zg Con—z ... Con—ig | ... | Can_g Czn 3 | cona Can_1
— (a3 =n-2 “n-2 ——(n-3)
| Vygr-sy Vyge-sg | | Hyn-sy |

Figur 5: Ett utsnitt ur det utékade bindra trddet ¢ som illusterar varfor Hyn—3, =
Vvan—3gVyman-sy padrad n+ 11U , det vill sdga varfor can_4 = con-2_; och
Con_3 = Con—2_o 1 den normaliserade Ngrgardsfoljden.

Ekvation (6) foljer direkt av Sats 1 eftersom Hpym-sgy = {can_2,con_1}, de
tva sista elementen i rad n + 1. Detta avslutar beviset for att Sats 3 géller for
den normaliserade foljden A(0,1), och det allménna fallet f6ljer som ndmnts ovan
dérav.

[Bevis av Sats 4] For att bevisa Sats 4 ricker det att komma ihag att den bindra
representationen av naturliga tal kan ges av ett bindrt B med rot i talet 1, och dar
ett steg snett ned till vénster eller hoger innebar att addera symbolerna 0 respektive
1 till hoger i den bindra utvecklingen, se Figur 6.

Sats 4 foljer direkt ur en jamforelse av de bindra trdden 7 i Figur 2 och B i
Figur 6.

6 Avslutande kommentarer

Som méanga andra tonsdttare var Per Norgard under femtio- och sextiotalet inspi-
rerad av den sa kallade seriella musiken, dér kompositioner byggs upp genom att
konstruera dndliga foljder (som i detta sammanhang kallas serier) av virden for
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1= (1)2
2 = (10)g 3= (11)g
4 = (100)o 5= (101)o 6 = (110)g 7= (111)o

SN\ SN SN

Figur 6: Det bindra trddet B som pa rad 1 till och med rad n genererar den bi-
nira utvecklingen av talen {1,2,...,2""'}. Vid ett steg sned till véinster adderas
symbolen 0 i slutet av den binéra utvecklingen, och vid ett steg snett ned till héger
symbolen 1.

olika musikaliska parameterar. Dessa foljder, i sin ursprungliga form och i transfor-
merade former, far sedan styra det musikaliska férloppet. Den seriella musiken har
sitt ursprung i tolvtonstekniken som introducerades av Arnold Schénberg i borjan
av 1900-talet, har var det de tolv tonerna i det kromatiska tonforradet som ordna-
des i serier. Oandlighetsserierna kan ses som ett uttryck for Nergards stravan att
utveckla de seriella formerna, [2]. Per Ngrgard har ocksd utvecklat en metod for
att utveckla foljder for tonernas tidsviarden, baserad pa Fibbonacciféljden. Denna
metod har diskuteras ur en matematisk synvinkel av Jeffrey Shallit, [5].

Slutligen kan ndmnas att om man modifierar definitionen av den normaliserde
foljden till

Cop = Cop—2 + (Cn - Cn—l)

Con+1 = Con—1 — (Cn - Cnfl)v
det vill sdga att nédsta element med jimnt index pa niva 2n fas rekursivt genom
att addera differensen (¢,, — ¢,—1) pa niva n, medan nésta element med med udda
index fas genom subtrahera (¢, — ¢,—1), fas den intressanta och vilstuderade sé

kallade Thue-Morse f5ljden*. Det visar sig att detta ger en f5ljd pa tva symboler
som ocksa kan bestdmmas rekursivt genom

{Co,cl} = {0’ 1}
{CQn,—17...,C2n71}:{a,...7C2n—1_1}7 Vn > ].,

didr 0 = 1 och T = 0. Ngrgard har dven anvint sig av denna talfoljd i sitt kompo-
nerande.
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